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Equacdes do movimento para uma particula de fluido

Aplicaremos a segunda lei do movimento de Newton a um elemento fluido
diferencial, expressando o resultado em sua forma mais geral.

v' Como vemos na figura, uma forca AF, que atual numa area AA, tera um
componente normal AF, e dois componentes de cisalhamento AF, e AF,. A
tenséo é o resultado desses componentes de forca na superficie.

O componente normal cria uma tensdo normal sobre a area:
TJ.. = m -
AA—0 AA
e 0s componentes de cisalhamento criam tensoes de cisalhamento.
AF, AF,

T., = lim — 7., = Ilim
T A0 AA A0 AA




Equacoes do movimento para uma particula de fluido (cont.)

v' Se agora generalizarmos essa ideia e considerarmos as for¢cas que atuam
sobre as seis faces de um elemento de volume do fluido, ent&o: z

v' Considere o diagrama de corpo livre da particula de fluido,
gue mostra apenas as forcas dos componentes de tenséo
gue atuam na direcao x:

v' Aforca de superficie resultante na direcéo x é:

r} XX A I"_J XX 3
(AF,),, = ({TH 4 ‘)m A- — ( e ‘)m A-

ax 2 ax 2

d'lt A\, Tyx A\
+ {7y, + Ax Az — | 7, — Z
( Y gy 2 ) ' ( T 2 )‘h Az

r:HI'_Ir A: EJ'T_,[ A:
+ | 7, + = AvAy — | 7., — — Ax Ay
dz 2 ’ - dz 2 '




Equacoes do movimento para uma particula de fluido (cont.)

v Simplificando, temos a forca de superficie na direcéo x:

I':JI'[F_‘_-_-I_- r‘lh"-'p 8 I!:.I'T: ¥

(AF)g = ( — + — +

X dy o7

)3.1‘ Ay Az

v’ Ha também a forca do campo devida ao peso da particula. Se Am é a massa
da particula, essa forca € AW = (Am)g = pg AX Ay Az.

v' Assim, a forca peso na direcéo x é dada por:
AW, = pg, AX Ay Az

v Portanto, a soma de todos os componentes de forca de campo e de superficie
atuando sobre a particula de fluido na direcao x é:

(’H'_]' I;JIT v E.I'T_
AF — ( g-t + : XX + . + : g 8

s X H_\‘ a7

=)

).ﬁ.t‘ Ay Az

Obs.: analogamente para as outras direcoes coordenadas.



Equacoes do movimento para uma particula de fluido (cont.)

v Finalmente, Aplicamos a segunda lei do movimento de Newton a particula de
fluido, onde V = V(x, vy, z, t), entdo a derivada material € usada para
determinar a aceleracao:

DV IV Vv IV IV
SF= Am E = {pf‘l.t‘ :i_‘r ﬁ:)[r + nr, + Ur— + H'r_]

ot ax ay dz

v' Quando substituirmos as forcas externas, dividimos pelo volume Ax Ay Az e
depois usarmos V = ui + vj + wk, oS componentes X, y, z dessa equacao

tornam-se:
d U yx HT_‘FI ‘:h-;_t dit du i ot
pgy - — +— + —=p\| —t+tuUu— T+ Vv — T+ w_—
X dy oz ol ax dy oz
T xy T yy Ty v v v ov
g, +— +— +—=p|\—t+tu— +Vv— +w—
' ox dy oz ot olx dy o7
0Ty, T ¥z do . aw aw aw aw
. +— +—+—=pl—+tu—+v—+ w—
) o ay 0z o 0x ay az

Estas sdo as equacOes diferenciais escalares da quantidade de movimento
para uma particula de fluido.



Equacoes de Euler

v Se considerarmos o fluido como sendo um fluido perfeito, entdo ndo

havera tensao de cisalhamento viscoso sobre a particula de fluido, somente
tensdes normais.

v' Como as tensdes normais foram todas definidas como positivas (figura

anterior) e para fora e, por convencao, pressao positiva produz uma tensao
compressiva, entao o, = o,y = 0,, = —p.

v' Como resultado, temos as equacdes do movimento de Euler:

ap ot ot i ot
g, — — = pl — T U— T VU— T W—

ax ot cx dy dz

dp v v v v

P8y — T = P\ - T U T U T W
. dy ot ox dy oz

dp w aw aw w
g, — — = pl — T u— T U — T w
' dz ol X dy oz



Equacoes de Navier-Stokes

v' Os fluidos reais sao viscosos, de modo que um conjunto mais preciso de
equacoes usadas para descrever o escoamento devera incluir também as
forcas viscosas.

v Para buscar uma solucéo geral, expressaremos 0s termos de tenséo
cisalhante das equac0Oes da quantidade de movimento relacionando os
componentes de tensao com a viscosidade do fluido e os gradientes de
velocidade.

v Para o caso especial do escoamento incompressivel (o = cte.) e fluido
newtoniano, as tensdes normais e de cisalhamento estao linearmente
relacionadas as suas taxas de deformacéo associadas, e assim:

it ot v
Oy = —p + 2pn— Toy = Tyx — M| 7 T
ax dy olx

A v oW
Oy — —P + Z,u— Ty = Ty — K + —

dy 0z dy

Aaw i dw
O.. = —p + E,u R Tox = Tag — M| T

dz dz ax

-




Equacdes de Navier-Stokes (cont.)

Se substituirmos essas equacOes nos componentes de tensdo nas equacoes
diferenciais de quantidade de movimento e simplificarmos, resultam as célebres
Equacoes de Navier-Stokes da mecanica dos fluidos:

dit ait ou dit ap &u &u Fu
p\ - Tu_ - TUO—Tw— | =pg— — Tl 5T T

ot ax dy 0z ax ax” r'h‘z dz”
= - - - - -3 -7 -7

dv dv dv dv op d™v d™v d™v

P\ — + U + v— T w— | = pgy — T o T T " D T -9

ol ox dy 7 : dy X o) azc

. . . . . 22 - iy
oW oW oW aw dp o W oW oW
P\ Tl — T O =T W — | =pg~ — TR T 5T
ol X dy a7 ' o7 ox= ay” az=

gue, juntamente com a equacao da continuidade

A N pue W pv A pw
f’p+r(f0)+r(fu)+r(,? ):U
olf oy dy 0z

fornecem um meio de obter os componentes de velocidade u, v, w e a pressao p
dentro do escoamento.



Equacdes de Navier-Stokes (cont.)

Em notacéao vetorial, as equacOes de Navier-Stokes assumem a seguinte forma
(M. Navier, 1827, e G. Stokes, 1845):

DV . -
p— = p§ - Vp o+ 4V
Dt . —— ——
— forca gravitacio nal forca qle pressao forca viscosa por
massa por unidade por unidade de por unidade de unidade de
de volume vezes volume volume . volume
aceleracdo (forca de campo) (forca de superficie ) (termo de difusio de
(termos convectivo s g.d.m.)

ou de transport e de g.d.m.)

Para escoamentos inviscidos (« = 0), temos as equacdes de Euler (1755):

DV
— = -V
Ot PG —Vp

E da integracdo da equacao de Euler, para regime permanente e 2-D, chega-se
a equacao de Bernoulli.




Exemplo 1

O perfil de velocidades na esteira de um aerofélio € mostrado na figura do problema.

(a) Mostre qualitativamente a variacao da velocidade u ao longo da linha de centro, de
imediatamente a montante do aerofélio até o infinito.

(b) Para uma localizacéo x, distante do aerofolio, esboce qualitativamente v em fungéo de y.

(c) Através de medidas experimentais € conhecido que o gradiente longitudinal ao longo da
linha de centro é du/dx = 36 seg-1. Estime a magnitude da velocidade vemy = -0.12 pol
abaixo da linha de centro.

(d) Para a particula localizada em x, mostre qual deve ser sua forma quando atingir X,.
Ueo




Exemplo 2

Simplifigue as equacdes de Navier-Stokes para a componente x para um
escoamento em regime permanente em um canal horizontal e retangular,

supondo todas as linhas de corrente paralelas as paredes. considere a direcao x
como a direcao do escoamento

(c) 2002 Wadsworth Group / Thomson Learing
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Exemplo 1(cont.)

Para a soluc¢ao:

Equacédo da continuidade

d d(put)
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ol X

N pv
. r(fﬂ )
dy

d(pw)

a7

0

EquacOes de Navier-Stokes:
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