ESCOLA DE ENGENHARIA DE SAO CARLOS - UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Mecanica dos Fluidos

Notas de Aulas - SEM 5749
Margo - 2020

Oscar M. H. Rodriguez
Ricardo Pereira de Avila

S3o Carlos, SP



Capitulo 1
Sumario de Notacdo Vetorial e Tensorial

Bibliografia recomendada: [3] e [5].

Grandezas Fisicas em Mecénica dos Fluidos
a) Escalares (tensor de ordem zero)
Exs: Temperatura, energia, volume.
b) Vetoriais (Tensores de 12 ordem)
Exs: Velocidade, quantidade de movimento, aceleragéo, forca.
c) Tensoriais (tensores de 22 ordem)

Exs: Tensor das tensdes, tensor taxa de deformacao.

Tipos de Operacdes entre Vetores e Tensores

Sdo as seguintes:
a) Produto escalar (ou produto ponto):
b) Produto duplo ponto: : ;
¢) Produto vetorial (ou produto cruz): X

e ainda, como resultado da operacgéo:
a) Escalar: () ;
b) Vetor: [] ;
c) Tensor: {} ;

Sinal da Operacéo (produto) Ordem do resultado

Nenhum Z

X

Ml\lﬁM

Exs:
Z - 042=2 — Tensor;

> o>  1+41=2 - Tensor;
d>-1- 1+1-1=1 — Vetor
> -4 5 2+42-4=0 — Escalar;
{o7} > > -2 > 2+2-2=2 — Tensor;
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—
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Operacoes Vetoriais de um Ponto de Vista Geométrico

1) Adicao e subtracado de vetores

Adicéo Subtracédo
2) Multiplicagdo por escalar

Muda a magnitude e direcdo do vetor. Sendo s um escalar qualquer, sV =Vs.

{/.,‘
—_—
SV
—_

sV

A 4

3) Produto escalar (ou produto ponto) de dois vetores

‘W) —> > -2 —1+1-2=0— Escalar,
-W) =|V||W|cos(é,,) , onde &, € 0 dngulo < 180° entre 0s vetores V e W.

<l

(
(

E distributiva: (4 -(V+W))=(0-V)+(d-w).
Nado € associativa.

<I

Area (v-w)



4) Produto vetorial (ou produto cruz) de dois vetores

[VxW]—>> -1-1+1-1=1— Vetor.

[V x W] =|v||w|sen(6)zny, onde r,, éum vetor unitario normal ao plano contendo os

vetores V e W, apontando de acordo com a regra da mao direita (de v para W), pelo
caminho mais curto.

E ndo comutativa e ndo associativa.

The length of this vector equals
[v x wl the area of the parallelogram

~(

(U-[wa]) — volume do paralelepipedo definido pelos vetores U, V e W.

5) Produtos multiplos de vetores

[VxW]=0, entdo, U~[v><W]=U-U=|u|2.

Operacoes Vetoriais de um Ponto de Vista Analitico
1) Delta de Kronecker

o;=+1,sei=]; (1.1a)
6;=0 ,sei=]j. (1.1b)



2) Tensor unitario alternante (simbolo de permutacéo)

g5 =+1,se ijk =123, 231, 312; (1.2a)
gy =—1,se ijk =132, 321, 213; (1.2b)
g5 = 0, se quaisquer dois indices forem iguais. (1.2c)
Ex:

Determinante

a; &, 8
det=|ay @, ax[=) > D &kt dy =
8y A3 A

= &11184181 8y + €118, 851837 + E1138;85)833

F 191801857851 T E19981185585, + E15381899853 +

+ 1318189385 E13,8185383; + E133818,53833 +

F €011802891 8 T 51581585, 837 T £51381,85,833 + (1.3)
T 00180789831 + E9pp @88y T E5p38, 85,833 +

T 23180789385 T E37818p383) + Ex3a88p3855 +

F €311 838,831 + €315 838,83y + E313R138,5) 855 +

F 39181385585 F E3pp 813883y t+ E3p3838 833 +

F 33181385383 T E33p838938yy + E333R38p383 =

= 8y48py83 + 8,838y + 838,85, — 8438p,8y — 8g38,8y; — 838,58y
Obs.1:
Note que:
-sei=j,entdo, g =0;
-sei=j,entdo, 5; =0;

Assim, &5, =0 (1.4)

3) Definicdo de vetor e sua magnitude: os vetores unitarios

Sejam v, , v, e v, as magnitudes (respectivas aos eixos coordenados 1, 2 e 3) do vetor V
ed,,0,e 5‘3 0s vetores unitarios relativos aos respectivos eixos. Entdo temos:

V=0V, +0,V, + Oy = Y 8V, , ou simplesmente, v, .



a) Propriedades dos vetores unitarios:

(5, ) ) = ‘S,H& ‘ cos@ =5, (Delta de Kronecker).

Exs:

Se|—1e1—2:>51235 5:>[5><5]- ;
Sei=2¢e j=1= &,,0,=-0, = [6,x5,]=-5, .

Exs:
a) Produto escalar de dois vetores:
(V-W) =V,W, = V,W, +V,W, +V,W,

b) Produto vetorial de dois vetores:

1= &50v,w, =8, (VoW

Operacdes Diferenciais Vetoriais
O operador V (Nabla) em coordenadas retangulares:

0 .59 .59
L ox, OX, OX,
0
' OX;

i

V= =52 o
OX.

5,

, onde x, é associado as coordenadas x ,y e z.

1) O gradiente de um campo escalar

Sendo S = f(x,,X%,,X,), ento:

vszzgiézglﬁﬂi oS +5, o5
—OX; 0%, oX, 8

Obs.2: VS , ou, grad S € um vetor.

— VoW, )+ 8, (VW — VoW ) + 8 (VW

—V,W,) .

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)

(1.10)



2) O divergente de um campo vetorial

(v.\]):%=%+%+% . (1.12)
oX 0% OX, OX

Obs.3: V-V , ou, divV éum escalar.

Ex:

O operador divergente:

-~ (=0 0 = 0 )(s. = =
(V-V)=(51a +52—2+538—X3j (O + 8, + 8, ) =
TR VR S TR O I
0%, 0%, %,
o OV, OV (1.13)
0% OX, OX,

; ’ ’ o, oV ov, ov. ov, OV
[VxV]=% 88)( aax zgl[_s__ZJJrgz(_l__s}g{_z__lJ:
X 2 3 OX, OX, 0%, O Ox,  OX,
_>l 2 _’3
(1.14)
R
[VXV]— _51- ng]gj—gijk a—ij‘l
Obs.4: [VxV |, ou, rotV éum vetor.
4) O Laplaciano de um campo escalar
Faz-se o divergente do gradiente da funcéo escalar S . E um escalar.
V.(VS)= os : (1.15)
ox?
O operador Laplaciano:
2 2 2
V? 0 0 0 : (1.16)

-t ——
ot ox; ox?



5) A derivada substancial
O operador derivada substancial:

D o0 [~

a=a+(VV) s

onde,

i = = 0S R oS oS
Ve o =0 duy =

E para uma funcéo escalar S qualquer:

D—S=§+(\7-VS)=§+ vi§
Dt ot o | ox

Obs.5: E é um escalar.
Dt

6) A derivada substancial de um campo vetorial

%Y:%V+(v.v)vzi2§{%+(vi-v)\7i} ,

sendo que:

Obs.6: D— é um vetor.
Dt

Estudar:

- Tensores de 22 ordem;

- Operacdes diferenciais envolvendo tensores e diadicos (tensor unitario);

- Teorema da divergéncia de Gauss;
- Teorema rotacional de Stokes;
- Formula de Liebnitz;

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)



Capitulo 2

Exercicio: (sobre “Linhas de corrente™)

Seja o campo de velocidades: (bidimensional, transiente)

V =2xi—yt | mis (2.1)

Encontrar a linha de corrente, passando por (2,-1), em t =4s:
Exs.:

(bidimensional, permanente) (2.2a)
(bidimensional, transiente) (2.2b)

< <
Il
)
b
<
——

g

E preciso entdo desenhar a linha de corrente.

O vetor velocidade é tangente a linha de corrente de modo que:
V xdf =0, sen(0)=0 . (2.3)

Temosem t=4s:

V xdF = £, 8V, 06 = £,,0,01, + £3,0,,d1, (2.4)
sendo:
dr =dxi +dyj . (2.5)

Dessa forma, temos:

IZZxdy—IZ(—y4)dx:0:>2xdy—4ydx=0:>ﬂ=—2% : (2.6)
y X

e, integrando ambos os lados:

Iny=-2Inx+INC=Iny=Inx?+InC=InCx? = x’y=C . (2.7

Em (2,-1), C =—4, de modo que a linha de corrente passando por (2,-1)tem a
equacéo:

x‘2y=—4:>y=;—:1r . (2.8)
Aceleracao



Aceleracdo convectiva: aceleracdo no espaco (Euleriana).

Considere uma particula. Sua velocidade muda de V (t) no tempo t para V (t+At) no
tempo t+ At .

Por definicao:
a: = — y (2'9)

sendo que o vetor V' é dado por:
V=ui+vj+wk , (2.10)
e, como V =V (x, y, z,t) pela regra da cadeia do calculo temos:

N, N N N

dV = —dx+—dy+—dz+—dt . (2.11)
X oy oz ot

De (2.11) e (2.9), obtemos a aceleragdo como sendo:

o oy N

a= + + + (2.12)
ox dt oy dt oz dt ot

E como seguimos uma particula esférica:

&y W, e B (2.13)

dt dt dt

entdo:

ézuﬁ+vﬁ+wﬁ + N (2.14)

OX oy 0z ot
aceleragéo convectiva aceleragdo local

Assim, a eq. (2.14) pode ser escrita da forma:
DV

a=— . 2.15
Dt (2.15)

Obs.1: Em coordenadas retangulares, a derivada substancial é dada por:

R:ui+vi+wg+g : (2.16)
Dt ox oy oz ot

Aplicacao da Derivada Substancial Euleriana

10



Ex.: dos peixes.

a) Individuo em uma ponte contando os peixes.

De_& 2.17a)
Dt ot
b) Individuo em uma lancha contando os peixes.

Dc_ac%+80dy+ac%+@ (2.17b)

Dt oxdt oydt azdt ot

sendo dx dy dz as componentes da velocidade da lancha.

dt ' dt ' dt
¢) Individuo em uma canoa contando 0s peixes.

Ezu@+v@+w@+@ , (2.17¢)
Dt ox oy oz ot

sendo u,v, e w as componentes da velocidade do fluido.

Velocidade Relativa de um Fluido

Ex.:

Referencial ndo inercial:

11



fjk

Ponto de estagnacio: u =

Referencial inercial:

=}

Forma Integral das Equacdes Bésicas para Volume de Controle

12



Derivacao do teorema do transporte de Reynolds:

a) Volume de controle (VC) fixo no espago.

b) O sistema sempre deve consistir das mesmas particulas fluidas e deve mover-se

com o campo de escoamento V =V (x,y,z,t).

c) O sistema deve ser escolhido de tal forma que a massa dentro da regido | entra
no VC durante o intervalo At, e a massa da regido 11l deixa o VC durante o

mesmo intervalo.

d) Da definicdo da derivada, a taxa de variacdo de N

P
sistema €

ANV i —NSL‘”“ ~Ni,
dt At—0 At

sist.

Assim:

=(N, + Nlll)to+At =(Nyc =N, + NIII)tO+At ’

s |to+At

ou,

Nsltﬁm:“npd*#} —[Inpd\#} +[Inpd¥} ,
Ve to+At ty+At to+At

€,

NSLO = Nyc |t0 :{J‘ Upd*L}
Ve

f

Substituindo (2.20) e (2.21) em (2.18), para 0 VC , temos:

and%} —and*#}
— lim ve to+At vC t

At—0 At
A

dN
dt

sist.

[f npd 3‘#}
to+At

+lim — lim = fo+at

At—0 At At—0 At

B C

E termo por termo:

A:

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

13



N ~N
lim — o~ Mol S 0 [npdv- (2.23)
M50 At dt oty

B: (saida de propriedade N)

. NIII |tO+At
lim ———— . (2-24)
At—0 At

- dA tem magnitude igual ao elemento de area dA da superficie de controle e sentido
normal externo ao elemento da superficie de controle (SC).

- a é 0 angulo formado pelos vetores V e dA (0<a< % ou seja, 0<cosa <1).

- o sera sempre menor do que % , pois a massa da regido 1l escoa para fora do VC
durante At.

Assim, e sendo:

dMV-=AlcosadA (2.25)
temos:

deLOMt =mpdN-), n = [np(Aﬁ coS och)]t0+At (2.26)
Para a regido completa I11:

Nl . :{ | anCOSadA} . (2.27)

SCun t+At
Assim, voltando a B (2.24), temos:
I npALcos adA

Ny, t AL . s . AL

lim ———— = lim =" =lim J. np——cosadA

At—0 At At—0 At At—0 s, At

= I np‘\7HdA‘COSa=J. npV -dA (2.28)
SCIII SCIII

onde:

A VARRNRS -

l!i‘%E:M e, dA_\dA\ . (2.29)

14



C: (entrada de matéria)

li N||tO+At
—lim——— . (2.30)

Temos, neste caso, que:

%<6¥Sﬂ' , e, —1<cosa<0 .

Assim:
—dN,| ., =—(pdN-), . =—| np Al(-cos a)dA : (2.31)
0 d¥- t,+At

Analogamente, voltando a C (2.30), temos:

InpNHdA‘COSa: Ian-dA . (2.32)
—— SC,

SC, —~
V-dA

Finalmente, substituindo (2.23), (2.28) e (2.32) em (2.22), temos:

dN
dt

_9
ot

Inpd¥+J.77p\7-dA . (2.33)
VC SC

sist.

O produto escalar V -dA indica, pelo sinal em funcdo do angulo formado entre os
respectivos vetores, se houve entrada ou saida de matéria:

- se positivo (+): p/ fora (saida);
- se negativo (-): p/ dentro (entrada).

15



Capitulo 3

Teorema do Transporte de Reynolds

Considerando por hipétese V' uniforme na seco transversal A , temos:

o .
_h..l -.....___. _____
- -
— | R |—
— | =
| r— e

(3.1)

j77,0\7-d,5\=77,ojl\7-d,5\=77p\7-J‘d,&=77,0\7-,5§1 =77p\7~ﬁdA=77pr\7HdA1‘cosé? .
A A, A

Exs.1le 2:

16



Conservacao da Massa para um Volume de Controle Inercial

Ex.3:
Conrrol
volume
'
) . ,: ,
1 It
h p——
1
1
1
im0 g omm EE. G N B D NN BN GEUC BN BN SR BN G NG NN BN SR SN BN GEL BN BN ER NN BN ] ‘_I
1}
Hipoteses:

1. Escoamento em regime permanente;
2. Escoamento incompressivel;

3. Escoamento uniforme (Area AD);
4. m=0 em DC (linha de simetria).

Equacdo governante: Eq. da continuidade
0 (1)
0=— V- + J- N -dA=
a VvC SC
0= J-p\7-d/5\+ IpV-dA+ J- N -dA=
AB BC AD
H
0=t + [ pu(y)-1-dy—p(H-1)-15 |

0 veloc.  érea area veloc.
sendo a profundidade de 1m.

Avaliando a integral de 0 < y <1 (SO na esteira):
[ y
0=rh,s + [ (123) (1, 25+
0

Tj dy-(L23)DL5) =

m,g =0,205 Kg/s-m .

(3.2)

(3.3)

17



Ex.4: Volume de controle deformavel

-+ d g
dd
D I — il _V.C
| Ve
h(t)
1 E y
|
@ &
. I 'd&i
m, =9

Equacéo governante: Eq. da continuidade.

9

Para um volume de controle deformavel, aplicamos a “Regra de Liebnitz”:
0 (p= cte)
0 . .
j% dV-+ [ Vg -dA+ [ pV,-dA=0 (3.4)
vC t SC SC

entio temos:

[ PVc -dA+ [ pV,-dA=0 . (3.5)
SC SC

A B

onde:

A: Seré avaliada apenas na segdo 1. Nas outras, V. =0.
B: Seré avaliada apenas na se¢éo 2.

18



: V. =0 (a fronteira se desloca a velocidade do fluido).

—

1
-em 21V, =Vq, (Vic =0 em2).

Assim
dh -

Ip(—ajdAl+J.er-dA2=0 , (3.6)

A A

mas, cComo:

m, = [ pV,-dA, 3.7
A

entao:

()= jp‘ Hon = p P =l (39

Equacéo da Quantidade de Movimento para um Volume de Controle
EXx.1: Escoamento interno (“‘cotovelo”).
Hipoteses:
1. Escoamento em regime permanente;
2. Escoamento incompressivel;
3. Escoamento uniforme;

Velocidades médias:

Q=VA= (3.9
v=R__ 03 _ga1fys, e, vzzgzizzzmﬂ/s, (3.10)
4 4

sendo 1in :i ft.
12

Para calcular R, e R, precisamos p, € p,. Como trabalhamos com pressoes

manométricas, temos que P, = Py =

19



Na Eg. de Bernoulli:

p =2 (V7 -V/?) = %(24, 4% —6,11°) =541,29 P/sf .

N[

Temos a Eq. da Quantidade de Movimento:
T R R .o
F=Fo+f =—[VpdV+[VpV.dA

6tVC SC

e como ha, somente, uma entrada e uma saida:

[N

R = [V oV -dA=m(V,-V]) .
SC m
Na direcdo X:

p,A —R =m(0—u) = puA(-u) = 541,29

m

R =30,13 Ibf .

Na direcdo y:
R, =m(v-0)= pyAv =(1,94)(0,3)(24,4) = R, =14,2 Ibf .

m

z(3Y
{Z(E) }— R, =(1,94)(0,3)(-6,11) =

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

20



Capitulo 4
EX.2: Escoamento externo (‘“cilindro”).

Hipoteses:
1. Escoamento em regime permanente;
2. Escoamento incompressivel (para o ar, se o n° de Mach € baixo, o0 escoamento é
incompressivel);
3. Escoamento uniforme em AB,;
4. Forca de campo desprezivel em X.

EquagBes governantes:

Eq. da continuidade:
0 I

O=—de¥+ij-dA , (4.1)
atVC SC

Eg. da quantidade de movimento (q.d.m.):

0 (1)

. _ ,0(4) - o L
Fo+ B Y22 (ysav + [VpV-dA . (4.2)
VC SC

21



- g.d.m. em vy : simetria (as forgas se cancelam);
- g.d.m. em X: (abaixo)

—E= Ipu\7~dA+ I puV -dA+ I puV -dA+ I puVv -dA | (4.3)
Ao Aro Pec Aas

sendo que, nos termos para as integrais das areas, temos:

- At u=u(y), e V=uy)i;
- Apiu=u;
- Agciu=u;
-Agiu=u_;

e aplicando em (4.3):

-F= _[ pu(y)?dA+mupu, +mgeu, — puZA,g =

Acp =Map
= I pu(y) dA+m,p2u, — pui Ay =
Acp

10 2
-F=2[@ 23)(29+ y
0

m] 1-dy +2(30 m,) — (1, 23)(30)’[(1)(20)] . (4.4)

Nas secfes AB e CD, a velocidade é igual a velocidade na dire¢do X.

Encontrando a m,; a partir da equagao da continuidade.

0= J.p\7-dA= Ip\7-dA+ I oV -dA+ I PV -dA+ J. oV -dA=
sc Agc Acp

AAD AAB

10
= Mg + Mg — £(20)(30) +2 [ pu(y)dy =
0

100
My, =8,2 Kg/s-m. (4.5)

= 2, — (1, 23)(20)(30) + 21j0 (1,23) (29 + y—zj dy =

Logo, aplicando (4.5) em (4.4):
—F =-21170-492+22140=478N/m . (4.6)

A forca de arrasto, entdo, é:

—

F, =—F =478N/m. (4.7)

22



Ex.3: Volume de controle movendo-se com velocidade constante (“defletor”).

- Adotado um volume de controle fixo ao defletor.
- Referencial ndo-inercial.

Hipoteses:
1. Escoamento em regime permanente segundo referencial ndo-inercial;
2. Escoamento incompressivel,
3. Escoamento uniforme;
4. Escoamento inviscido.
a) Calculando as forgas:
Equacéo governante:

Eq. da quantidade de movimento (q.d.m.):

0 (1)

— - /0 - - -
- OV _pdv-  + [ ViV, -0A (4.8)
C SC

- g.d.m. em X: somente uma entrada e uma saida;
_Rx = mr [(VrZ)x _(Vrl)x] . (49)

Da eq. de Bernoulli, temos:

Vi, o/ V:i o p

il + =_r2 4 + 4.10
5 }J/l 5 /922/ (4.10)

sendo p a pressdo atmosférica (ou zero manométrica), e z, = z, considerando o defletor
de pequenas proporgoes.

Como o escoamento é inviscido, pode-se utilizar Bernoulli considerando a velocidade
uniforme: V,, =V,, =V, (velocidade relativa).

Portanto, temos:

R, =1, [(V,2), ~ V), ] =
= ,O)A\Vr [(Vrz)x _(Vrl)X] -
- (1000) (0,002)(0.4) (50)[(50cos 30°~50)] =

A

R, =268 N . (4.11)

23



-gd.m.em vy:

Ry = mr I:(\/rZ)y _(Vrl)y:' =

= pAY, [ (V,,), ~ V), | =

= (1000)(0,002)(0, 4)(50)[ (50sin 30°) | =
R, =1000 N .

b) Calculando V, para um referencial inercial:

Assim:

(V,), =V,,c0s30°+V,., = (50)(0,866) +30 = 73,3 m/s,
(\/2)y =V,,sin30° +Voorpo = (50)(0,5) + 0 =25 m/s,
V, =737 +25],

¢) Calculando a poténcia:

W =RV =(268)(30)=8040 W .

x ¥ corpo

Ex. 4: Volume de controle com aceleracdo retilinea

(4.12)

(4.13)

(4.14a)
(4.14b)

(4.14c)

(4.15)

O arrasto ¢é funcdo do quadrado da velocidade. No inicio é desprezivel. Corresponde a

forca de superficie F,.

Eq. governante:

Eg. quantidade de movimento (g.d.m.).

-gd.m.em vy:
Hipoteses:
1. (K),=0;

2. Escoamento uniforme na saida do bocal;

3. Despreza-se a taxa de variacéo da g.d.m. dentro do VC;

3.1. O combustivel ndo queimado e as estruturas do foguete tem g.d.m. nula em

relacdo ao proprio foguete.

3.2. A velocidade do gas no bocal de descarga permanece constante com o tempo,

assim como as velocidades nos varios pontos do bocal.

BT 4B [dupav =2 [V pd [V,
VC VC SC

(4.16)

24



Fazendo o balango em vy :

“W —a, M, =-Vm=-Vm=

d*H _
—W —FMVC :—Vsm .

Da eq. da continuidade:
0:g .[ pd M-+ .[ p\7-dA:dM—VC+m:
atVC SC dt
dM,. =—mdt ,
0 que nos mostra que a massa € uma funcéo temporal.

Entdo, integrando (4.18):

My,

c t

[ M, =—m]dt =M —150 =it = M, =150 it =
150 0

M, =150-10t ,

e, para a forca peso:
W =M, g = (150—10t)(9,81) .

Substituindo (4.19) e (4.20) em (4.17), temos:

2
—(150-10t)(9,81) - ddtt' (150 —10t) = —(10)(700) = —7000 =
2
d I;I = ﬂ ~9,81 .
dt> 15—t

2
a) Calculando

De (4.21), para t =0:

dt?

2
dH _ 700 461-369 mis .
dt?  15-0

b) Calculando (L—Tapés 4s :
O:}l—:':—?OO In(15-t)-9,81t+c ,

c=700 In15 , pois, p/t:0:>(11—|;|:0 .

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)
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Assim, p/ t=4s, em (4.23):

dH 15
——=700In| = |-(9,81)(4) =178 m/s . 4.24
pm (1J (9,81)(4) (4.24)

Equacdo Completa da Quantidade de Movimento (q.d.m.) Integral

g [ pdV-— [ pridA+ [[fi-7]dA+F,, - ! pa dV- =
VvC SC SC D V
—_—— —m — —

%,_J
A B C E
(4.25)

0 - Lo
=— | pVd¥-+ | pV,(V, -N)dA
a0

F G

sendo cada termo referente a:

A : Forca gravitacional;

B : Forca normal a SC (pressao estatica);

C : Forca tangencial a SC;

D : Forca mecénica que cruza a SC;

E : Aceleracédo do VC;

F : Taxa de variacdo da g.d.m. dentro do VC,;
G : Fluxo da g.d.m. através da SC.

Referencial Nao Inercial (x,y,z) Deslocando e Girando com Velocidades d%t

e Q com Relagdo a um Referencial Inercial ( X,Y,Z).

_\b/' y f ~ 4
0 ]r'.:‘ef =
ar

h‘:wr
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onde:

, .
érf:d 5+d—Qx\7+2Qx\7+Qx(ﬁx\7) , (4.26)
dt dt T
A B

sendo cada um dos termos referente a:

A : Aceleracéo linear do referencial (x,y,z);
B : Aceleracgdo angular do referencial (x,y,z);

C : Aceleragéo de Coriolis do referencial (x,y,z). Atua em um plano normal ao plano
de rotacao;
D : Aceleracéo centripeta.

Portanto, para referenciais ndo inerciais, a segunda lei de Newton escreve:

D - = ~
a (mV) = Z I:ext. - Msist. R (427)

sist.

sendo:

Z F.. : 0 somatdrio das forcas externas agindo sobre o sistema, e
ay - a aceleracdo relativa ao referencial inercial.
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Capitulo 5
Analise Diferencial do Movimento dos Fluidos
Bibliografia recomendada: [3], [6] e [8].
Formulacéo diferencial:
Partindo da equacao integral genérica:
< [ pndv-s [ py(V-A)dA= [ (3-m)dA+ [ pSdve .
ve sc sc ve

termos de transporte termos fonte

Tabela 1: Para as equacdes de conservacao.

(5.1)

Equacoes: n J
da massa 1

dag.d.m.

<
o

da energia e W-Q

ol »

Q)

sendo S uma propriedade qualquer.

Teorema de Gauss:

[ PV -)dA= [ V(¥ )d\- .

SC VvC

Para um VC nao deformével (aplicando a “Regra de Liebnitz”):

%I(pn)d\#: J-g(pn)d\#+0 :

vC

sendo a velocidade nula na fronteira e, consequentemente:

J[%(pn)+v-(pn\7)—v-\] —,OS:|dV—:0 )

Assim, temos a equacao diferencial de transporte genérica:

%(pn)+v-(pn\7):V-J +pS .

Esse processo sera repetido para cada uma das equagdes de conservacao.

(5.3)

(5.2)

(5.4)

(5.5)
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1) Equacéo de Conservacdo da Massa:
0 -
—Ipd¥+Ip( fi)dA=0, (5.6a)
at VvC SC
Aplicando a regra de Liebnitz e o Teorema de Gauss em (5.6):

j[%”w-(p\i)}d%:o: (5.6b)

P1v-(p)=0. (5.60)

onde pV corresponde ao vetor velocidade méssica, ou, fluxo méssico. A equagio (5.6¢)
é conhecida como equacao diferencial da massa e pode ser obtida substituindo-se 7 por
1 na equacdo diferencial genérica.

Anexo 1: (Balango de massa)

jp(\ﬁﬁ)dA : (5.7)

sC

Ay . Elemento .
diferencial
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Balanco de fluxo maéssico:

[pu +a—ax(pu)Ax}Ay —(pu)Ay+|:pV+%(pV)Ay}AX—(pV)AX

(5.8)
0 0

=|—(pu)+—{(pVv) |AXA

2 o0+ (o) sy
Obs.1:
Em 3 dimensdes, temos:
op -\ Op O 0 0
4V (pV)=—+—(pu)+—(pv)+—(pw)=0, 5.9
oV (V)= T o) ()42 (ow) (5.9)

Divergente do vetor velocidade méssica pV

e voltando a (5.6¢), temos:
op - 7
—+pV-V+V-Vp=0, (5.10)
at %f_/

B
A

e como os termos A e B somados correspondem a derivada substancial, reescrevemos
(5.10) da forma:

Dp -

—+pV-V=0. 5.11
ot P (5.11)
Para fluidos incompressiveis ( p = cte), temos que:

Do_g e pwv-o,
Dt

entdo, nestes casos:
VV=0. (5.12)
Relacionando a integral de fluxo com a equacéo diferencial:

A =&m)scp(v ) dA . (5.13)

0 que significa que o divergente de Voé igual ao limite quando o volume formado pelos
fluxos que atravessam a superficie tende a zero.

Obs.2:
Estudar o conceito matematico da funcéo corrente: W .
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2) Equacéo de Conservacao da Quantidade de Movimento (q.d.m.):
%I(pvi)d¥+ I PV (v, -0 )dA = J.(Tji -nj)dA+ I pg,dV- (5.14)
VvC SC SC VvC
sendo z;; o tensor das tensoes.

Aplicando em (5.14) o Teorema de Gauss e a Regra de Liebnitz:

I[%(pvi)_'_v'(pvivj)_v'fji_pgi:|dv—=0:> (5.15a)

VC

0
a(pvi)+v-(pvivj):V-rji+,ogi : (5.15b)

A equacao diferencial da quantidade de movimento (qg.d.m.) (5.15b) pode ser obtida

da equacdo genérica (5.5), fazendo-se n=v; , J =7, ,€&, S=g, .

Anexo 2: (Balan¢o de fluxo da quantidade de movimento na direcdo X )

V-pvv, = JpU(Vﬁ)dA . (5.16)
SC

—

Elemento
diferencial

—
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ou ou 0
u+—Ax U+—AX | |[AX= puu+—( puu )AX =
[ OX j( OX ﬂ L ax('o )

[puu+— puu) Ax}Ay puuAy+[pvu+%(pvu)Ay}Ax PVUAX =

o
=v( V*)AxAyAz =

{Q puu) +— pvu)}AxAy_

0 0
_6_( )+—(puv)+a—(puw) (5.17)
que é a componente na direcdo x do Div(p\7\7), lembrando que:
V-(pW )= lim jp\7(\7.ﬁ)dA. (5.18)

V-—0

Anexo 3: (Balanc¢o de forgas na direcdo Xx)

Faxy Elemento
’ diferencial

Mx
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Na direcdo X:

0 0
(rxx + & TXXAX] Ay -7, Ay + [ryx + 5 erij AX — ryXAy =

(— To +%rijAxAy =V-7(AxAyAZ) .

restando:

p%%—pvj (V) =V 7;+pg, ,0U,

Dv.
—L=V.r.+pg, ,
P Dt i tPY;

(5.19)

(5.20)

(5.21a)

(5.21b)

(5.22a)

(5.22b)

que correspondem ambas a equacdo diferencial da quantidade de movimento (g.d.m.) na

forma ndo-conservativa.

3) Equacdo da Conservacéo da Energia:

G- zgvjc(pe)d¥+sjcpe(*.ﬁ)dA .

Aplicando o Teorema de Gauss e a Regra de Liebnitz em (5.23), temos:

Q-0 = [ | £ (pe)+-(pev ) o =

vCL

Q—W:I p%+e%o+ev-(p\7)+p\7-Ve dv-
N

A B

(5.23)

(5.24a)

(5.24b)
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e da equacdo da conservacao da massa, temos:

| Lvv-(p7) |0,

=0 (eq. conserv. massa)

restando:
oe =+ De
—+ oV -Ve=p—,
P ot P P Dt

que corresponde a derivada substancial da energia.

Assim, podemos reescrever a (5.24a) da seguinte forma:
. . De
-W=| p—d¥,
Q VL’O Dt

sendo (5.27) a equacdo da energia na forma ndo-conservativa.

Anexo 4: (Modos de Energia)
e=(a+%\7-\7—g-r) .

Obs.3:

g-r=—9z .

v g

LSS S S

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)
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Sendo:

De_Du+\7DV - Dr

Bt P V Bt MY s Sk 5.30a

Dt Dt = Dt ° Dt (5.302)
vV

De _[DU vDV 4w, (5.30b)

Dt | Dt Dt

e aplicando (5.30b) em (5.27), temos:

-] [%w__g vjw (5.3)

sendo Q o termo associado a conducio e radiacdo (ndo associados ao escoamento) e, 0

A

Du R - ..
termo Ft correspondente a variacdo da energia interna.

3.1) Termo de Transferéncia de Calor (calor transferido por condugéo):
O mesmo processo poderia ser feito para o caso de calor transferido por radiacéo.

Tomando ¢ como o vetor fluxo de calor [energia / (4rea - tempo)], e, a taxa de
transferéncia de calor transferido para o VC através da SC dada por:

Q=-[(n-d)dA . (5.32)

Obs.4:

Assumimos que:
a) Q>0 —calorentranoVC,

b) Q<0 — calor sai do VVC.

Relacdo entre o fluxo de calor e o campo de temperaturas:
Lei de Fourier:
q=-kVT . (5.33)

Obs.5: Ao sairmos de uma regido de maior temperatura para uma de menor temperatura

L, T n T .
(isto €, ¢/ a temperatura diminuindo em X), entdo temos g— negativa.
X
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Substituindo (5.33) em (5.32), temos:

Q:—j[ﬂ(—kVT )]dA . (5.34)

e aplicando o Teor. de Gauss, modelamos Q na forma de integral volumétrica:

Q=-[[V-(kvT)]dw- . (5.35)

3.2) Termo de Trabalho de Superficie (Poténcia):

Dado por:
wz—j[ﬁ-(rvﬂdA. (5.36)

Aplicando Teor. de Gauss, temos:

W=—IV-(T~\7)d¥ , (5.37)
VC
e COmo:
V=1V, e, -2
OX

W=-] %(rijvj)dxp . (5.38)

Finalmente, a equacéo diferencial da energia é entdo dada por:

Di DV _ 0
V=GV |=V-(kVT )+ —-—(z.v.| = 5.39a
'O[Dt Dt ° J Vo(kT) o () (635
De W
Dt
Di - DV - Jry 0V
— 4+ N ——pG-V=V-(kVT)+v, —L+7. —L | 5.39
Pio Y oy PIV =V VT S g (5-3%)
%A,—J B (R
C=V-rvj
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e agrupando os termos A, B e C, temos:

V(p%—v-z‘—pg]=0, (5.40)

que corresponde a equacdo diferencial da quantidade de movimento (g.d.m.).

O Tensor das tensoes:
Ty =—pd; +7y (5.41)

sendo o primeiro termo apos a igualdade correspondente ao campo estatico e o segundo
correspondente as tensdes relacionadas ao movimento do fluido - tensdes viscosas.

De (5.41), assumindo por hipotese o; =1 (i = j)e, multiplicando ambos os lados por
ov

—L  temos:
OX;
ov. oV, OV. . OV.

] 1 ] i J
Tija—Xi—(—pé‘ij‘FTij)a—)(i——pa—)(i+fija—)(i:> (542&)
— —

.VV 7"VV
VW =—pV-V+7":VV = (5.42b)
D
VW =—pVV+0 , (5.42c)

O termo —pV -V corresponde ao trabalho compressdo ou expanséo — modo reversivel de

transferéncia de energia e, 0 termo @ representativo da dissipagéo viscosa —degradacéo
de energia mecanica em energia térmica de maneira irreversivel.

Por fim, a partir de (5.39b) temos a equacao diferencial de transporte de energia dada
por:

p%zv-(kVT)—pVVJrCD, (5.43)

sendo que no lado esquerdo estdo os termos de transporte e no lado direito os termos
fonte.
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Em resumo:

Tabela 2: Equacdes diferenciais de conservacao.

genérica

da massa

da g.d.m.

da energia

g(pn)+v-(p7]\7) =V-J+ pS (conservativa)

%O+V-(p\7):0

%(pV) +V-(PW)=-Vp+V r'+pg (conservativa)

p% =-Vp+V-r'+ pg (néo conservativa)

p%=V-(kVT)— pV-V + @

Na tabela a seguir as propriedades para cada uma das equacdes diferenciais:

Na forma genérica, temos:

%(pn)+V-(p77\7)=V-J +pS .

Tabela 3: As propriedades para cada uma das equacdes diferenciais.

Eqgs.\Propriedades n J S
da massa 1 0 0
da g.d.m. Vi 7 g
oV,
da energia interna a kVT Ty %
Dp
da entalpia h q ® "Dt
q Lol 1
da entropia s T ®-q 'V(?
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Capitulo 6
Derivacéo das EquacOes de Navier-Stokes e Equacgdes Constitutivas
Temos o vetor velocidade:
V =ui +Vj+wk | (6.1)

e a equacao da q.d.m.:

po=FtFa (6.2)

sendo o termo a esquerda da igualdade o de transporte e os termos a direita, IfS e IEB,
correspondentes a forcas de superficie e forgas de campo, respectivamente, sendo que:

Fo = 00,0 +p0,]+p0.k (6.33)
e,

Fo=Fi+Fj+Fk, (6.3b)
Obs.1:

O gradiente de pressdo é¢ uma forca superficial.
Obs.2:

Lembrando que:

DV oV -

E=E+V (V-\7) , (6.4a)
F,=-Vp+V.r'=

:_pg%+ffgg, (6.4b)
Fe=pG | (6.4c)

As forcgas de superficie, IfS , dependem da taxa na qual o fluido é deformado pelo campo

de velocidades. A tarefa € indicar a relacdo entre tensdo e taxa de deformacédo. A analise
sera restrita a fluidos newtonianos e isotropicos, para 0s quais, assume-se que essa
relacdo é linear.
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Sistema Geral de Tensdo em um Corpo Deformavel

No elemento paralelepipedico de volume dxdydz agem tensdes resultantes as quais
podem ser divididas em F, , F, e F,. As 3 componentes resultantes nas respectivas

direcdes séo:

Dir. X: [aFX dx)dydz , (6.5a)
OX
. oF

Dir. y: (—yddexdz : (6.5b)
oy

Dir. z: {aan dzjdxdy , (6.5¢)
z

A forga resultante F, por unidade de volume dxdydz €é entdo:

oF
_ oF, AN oF, _ (6.6)
ox oy oz

F
Expandindo as grandezas tensoriais acima, F,, F, e F, nos seus componentes normais
a superficie, o, e, cisalhantes, 7, temos:

F =ir +i6 —HZT ) (6'7)

O sistema de tensdes parece requerer 9 quantidades escalares para sua descri¢do. Essas 9
grandezas formam o tensor das tensdes, dado entéo por:

XX Xy xz
t=|7, O, T, |, (6.8a)
T o

Essa matriz € simétrica, ou seja, 7, =7
contém apenas 6 componentes diferentes de tenséo:

yX ! T = Tx €7

s =T, ASSiM, a matriz (6.8a)

r=|7, o, T, |- (6.8b)
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A forca de superficie por unidade de volume pode ser calculada a partir das equacdes
(6.6), (6.7) e (6.8):

— 8 ( aO-xx aTXy asz J
F. =1 + + — componente X

OX 8y 0z
+(0r, 9o, 0
L Dy P 0 |, componente y (6.9)
OX oy 0z
~ afxz aTyz aGzz
K by — componente z
OX oy 0z
A T

face face face
yz Xz Xy

Substituindo (6.9) e (6.3a) em (6.2), tem-se as componentes da equacdo da q.d.m.
formando o seguinte sistema:

@— g + ao-XX +8TX)’ +a7’-xz
Por P Ty @
Dv or,, 0o, 01,
— = + + + : 6.10a
P oy =P [ax y o (6.10)
%— g, + az-XZ +8TVZ +ao-zz
Por P Ty | @
isto é
DV
—=V-t+ 0§ , 6.10b
P o T+pg (6.10b)
ou, em notacdo indicial:
v, ov, | 0ty
— 4y L =—24 . 6.10c
p[ el axj] o PYi (6.10¢)

Temos, assim, um sistema de 3 equacdes contendo 6 tensdes. A tarefa, entdo, é determinar
a relacéo entre elas e a deformacdo a fim de nos permitir introduzir as componentes de
velocidade nas equagdes do sistema (6.10a).
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Decomposi¢do do Movimento
O movimento relativo de uma particula pode ser decomposto em:

a) Translacdo pura;

b) Dilatagdo volumétrica;

c) Deformacdo angular;

d) Rotagdo de um corpo rigido;

Para um regime permanente, uma variacao infinitesimal da velocidade (dV ) é dada por:

du :a—udx+a—udy+2—udz
z

OX oy

dv = dv=@dx+@d
OX oy

dw:@dx+@dy+@dz
OX 0z

y+@dz . (6.11)
oz

As defini¢des da cinematica para rotacdo, dilatacdo volumétrica e deformacéo angular,
sdo dadas pelas equacges a seguir:

Dilatacdo Volumétrica:

g =N (6.12a)
OX
ov

g, =2 (6.12b)

Yoy

g =0 (6.12¢)
/4

Deformagéo Angular:

gxyzgy)(:% %J+%j ; (6.13a)

£y =&y :% Z_U_F?J ; (6.13b)
z  OX

gyz = ézy =% %+%j ; (613C)
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Rotacéo de Corpo Rigido:

1(ov au)

Cy —5(&—5j ; (6.14a)
1(ow ov)

Sy _E(E_Ej ; (6.14b)
1(ou ow) .

Tx _E(E_&) ; (6.14c)

sendo que indice duplo indica o plano no qual a deformacéo ocorre.

A variacdo do campo de velocidades, dV , pode ent&o ser reescrita usando as definicoes
anteriormente dadas:

du & 0 0 0 ¢, &, 0 —-¢ n|||dx
dv| =40 &, O0|+|g, 0 ¢&,|+| & 0 =&i|dy], (6.15)
dw 0 0 g, Ey &y 0 -n & 0 |||dz
! .
vetor dilatacdo volumétrica deformagéio angular rotacdo do corpo rigido

taxa de
deformagéo

sendo esta a representacdo do tensor taxa de deformacao.

Interpretacdo Cinemaética de Decomposi¢do do Movimento

A interpretacdo do campo de velocidade relativa é dada a seguir para cada um dos
movimentos isoladamente:

a) Translacéo pura:
Cinematica de um corpo rigido.
b) Dilatacdo volumétrica:

O diagrama da Fig. (slide) representa um elemento de fluido ABCD num campo de
velocidades unidimensional em X nos instantes t , e, t+ot .

O retdngulo de vértices ADBC tera sua face BC deslocada ap6s um instante t+ ot de
uma distancia proporcional a sua velocidade relativa ao ponto A. Nomeando de ¢, 0

deslocamento relativo da fase BC, entdo:

g = (a—“ dxj dt | (6.16a)
OX
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e consequentemente, nas demais diregdes:
Epy = {@ dy] dt |,
oy

£, = (% dzjdt .
0z

A taxa de deslocamento nas respectivas 3 direcdes é dado entdo por:

g'xxzﬂ:a—udx , na dire¢do x
dt  ox
. gyy avd - ~
=—=—dy ,nadiregdoy .
Eyy dt oy y ¢aoy
&, :i:@dz , ha direcéo z
dt oz

(6.16h)

(6.16¢)

(6.17)

Se o0 elemento expandiu-se nas 3 direcGes simultaneamente, a variagdo em volume
produzida pela variacdo linear em face do elemento no lapso de tempo St é dada por

AM- , onde:
AV- = V- (t+6t) V(1)

com V~(t)=dxdydz , e,

Vo(t+6t)= dx+2—udxdt dy+%dydt dz+;ﬂdzdt
X VA

deslocam.
em x

deslocam.
emz

deslocam.
emy

A taxa de expansdo volumétrica é dada pelo limite:

PO ST M- (t+6t) - V- (1) |
V- (t) oo ot

e assim:

p M N WGy
oXx oy oz

Obs.3:

Para um fluido incompressivel, a taxa de dilatacdo volumeétrica é zero, ou seja:

V.V =0.

(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)
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c) Deformacéo angular:
O elemento retangular ABCD deforma-se em um paralelogramo A'B'C'D' em ot ,

porem seu volume é preservado. O angulo original do vértice A se deforma
proporcionalmente aos angulos y,, , e, y,, daforma:

ov
oXe ) (8)( dx) dt

tany, =7, = Ac i , (6.23a)
Ea“ dy]dt
D'D
tan y, =y, = AD 8ydy : (6.23b)

A taxa de deformacdo do vértice A seria dada pela soma das taxas de variagdo dos angulos
Y 1€ 74 » POrém, pela conveniéncia algébrica que traz a decomposicdo do campo de

velocidades em matriz simétrica e outra anti-simétrica, define-se a taxa de deformacéo
angular ocorrida no plano xy da Fig. como sendo metade da somade y,, , €, 7,, -

i i 1,. . 1({ov ou
Sxy:5yx:§(7xy+7yx):§[&+5) . (624)

d) Rotacdo de um corpo rigido:

A rotacdo da particula ABCD ¢é proporcional aos angulos y,, , e, y,, indicados na Fig.

(slide):
(ZX dxj dt

tany, =y,= T (6.25a)
[—‘%dyJ dt

tany, =7, = aydy (6.25b)

Como o elemento possui apenas rotagdo, o angulo do vértice A é preservado e, portanto:
yxy = }/yx )
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Neste caso, as taxas de rotacdo do elemento no planos sdo dadas por:

1 1({ov ou

==(y. -y )==| === | no plano xy, 6.26a

S 20@ Fye) 5| ox @) p y (6.26a)
1,. . 1{ow ov

§=§(7yz—7zy)=§ _G_EJ_WO planoyz, (6.26b)
1 1(ow ou

==(y -y )==| =—-==|—no plano zx, 6.26¢

Note que a taxa de rotagdo corresponde & metade do valor do rotacional do campo de
velocidades:

Rotacional =V xV , (6.27a)
Taxa de rotagéo :%(VxV)z(ff, 1], g’l?) . (6.27b)

Definimos entdo a vorticidade como sendo duas vezes a taxa de rotacao:

H=VxV . (6.28)

Apresentacgédo dos Resultados Na Forma Tensorial

A decomposicdo do movimento, expressa na forma matricial, pode ser reescrita em
notacdo tensorial de forma mais compacta.

Definimos o tensor taxa de deformacédo como sendo:

oy v v

x o g
f=ho| e 2 Tl gy (6.29)

j 1 2 3

vy v, v

O tensor taxa de deformacéo &; pode ser decomposto em uma parte simétrica (dilatagdo
pura + deformacdo angular) e uma parte anti-simétrica (rotacao pura). Assim:

: OV, OV,
gij:ﬂzi ﬂ_F_J +l ﬂ__l , (6.30a)
ox; 2\ ox; ox ) 2\ 0x; O

ou,
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é, =%[(V\7 J+(WV )T}%[(W )-(WV )T} | (6.30b)

parte simétrica_ parte anti-simétrica
(parte que se relaciona
com o tensor das tensdes)

Equacdes Constitutivas
1) Fluido estacionério:
Somente as tensdes normais sdo exercidas. O tensor das tensdes assume a forma:

Ty =—PJ; (6.31)

onde p é a pressdo termodindmica do fluido e, é invariante em relagdo ao referencial ao
qual ela estd sendo medida. Isto é:

| =0, +0,+0y, . (6.32)
—

tensdes normais
aos planos

Para um campo hidrostatico o,, =0,, =0y, :

p :_go-ii

, (6.33)
que corresponde a soma das tensdes normais.
2) Fluido em movimento:

E conveniente tratar o tensor das tensdes 7; como a soma do tensor estatico —pJ;

(campo estatico) e um tensor ri'j vinculado unicamente a deformacéo do fluido devido ao
seu movimento (tensor desvio ou tensor viscoso):

T, =—PS; +7 . (6.34)
Postulados sobre o tensor viscoso ri'j para um fluido newtoniano:

)] ri'j e linearmente relacionado do tensor taxa de deformacgdo &, (hipotese
fluido newtoniano);

i) N&o hé& dire¢des preferenciais no fluido (fluido isotrdpico).
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Do postulado (i), pode-se escrever ri'j como uma combinacéo linear de 9 elementos do

tensor das deformacdes:

ZE K K - Kigg || &0
T3 Ko Kpp o Ko || €1

. - . . . . ]
T3 Kaan  Kaapo Kasas || €3

81 ctes

ou,
£ =B oV,

i = Piju ,

] ) axl

ov <
sendo f3,, o tensor de 42 ordem, e, —* o tensor taxa de deformagéo.

0%,

(6.35a)

(6.35h)

Para um fluido isotropico, pelo postulado (ii), o nimero de constantes para definir £,
se reduz a apenas dois, o coeficiente de viscosidade dinamica e o 2° coeficiente de

viscosidade, respectivamente: ,,e, A . Assim:
Bi = 200, +:u(5ik5jl Jr5il5jk) .
Substituindo (6.35¢) em (6.35b), obtemos:

7 :[laijé‘kl +:u<5ik5jl +6,0, )]% -

~ OV .
Temos o tensor taxa de deformacéo 8_k da seguinte forma:
X

N _1 (v ov) 10w oy
ox, 2 \ox  ox 2 (ox  ox )
—_—
parte simétrica parte anti-simétrica
(dilatacdo + deformagéo) (rotagéo)

(6.35¢)

(6.35d)

(6.36a)

mas, devido ao fato de ri'j ser simétrico (vide eq.(6.8b)), ri'j sera proporcional somente a
componente simétrica do tensor das deformacgdes. Consequentemente, ndo ha tensdes

associadas a um fluido em rotacdo pura. Dessa forma:

o, 1 [ov, oy
— == | =+ +
ox, 2 \o0x Ox

parte simétrica
(dilatacéo + deformacéo)

(rotacdo)

(6.36b)
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e aplicando (6.36b) em (6.35d), temos para o tensor viscoso:

1 ov, OV,
Tij =§[25ﬂ5kl +ﬂ(5ik5j| +5i|5jk )} [8_):+£] - (6.37)

parte simétrica
(tensor de deformacéo)

Substituindo (6.37) em (6.34), obtemos a equacdo constitutiva para um fluido
newtoniano:

oV, ov, OV,
=D + A0 — 4 | —+—L | . 6.38a
TIJ p ij ij axk :u(axj ox. ] ( )

Tomando por A; a parte simétrica do tensor de deformacdes, isto é:

v,
on, = i (6.38b)
OX; 0%

a equacdo (6.38a) pode ser reescrita na forma matricial. Para um sistema cartesiano,
temos:

Ow Ty Tw| [P O 07 [AVV+2uA, 20, 2uA,
w Oy Ty|=| 0 —-p 0 |+ 2pA,, AV +2uA 2uA,
%o T, Oz| L0 0 -p 2uA, 2uA,, AV +2uA
aotggr?m%roaﬁ?grcgggé?ico tensdes associadas a deformagéo do fluido
(6.38c)
ou, de forma sintética a partir de (6.38a) e (6.38¢c), temos:
7y =(=p+AVV) 5 +2uA, . (6.38d)

Entdo, a partir da equacdo da g.d.m. e através das equacdes constitutivas, temos, em
notacdo indicial, as equac6es de Navier-Stokes:

Dy, O0r;
Vi %% g 6.39
P ot~ o PY; (6.39)

i

49



Capitulo 7

Percebe-se que os componentes do tensor das tensdes, eq. (6.38a), sdo proporcionais aos
coeficientes 2 ,e, A. O fator x é identificado na mecénica dos fluidos como sendo a

viscosidade dinamica do fluido. O fator 4 é denominado segundo coeficiente da
viscosidade. A interpretacdo fisica de A gera discussGes hd mais de um século e meio,
entretanto, ha consenso quanto ao valor que A assume na eq. (6.38a). O valor numérico
de 4, também chamado de coeficiente de Stokes, é determinado através da hipdtese de
Stokes:

3/1+2/1=O:>/1:—§,u. (7.2)

Stokes afirma que a pressdo mecanica é igual a pressdo termodinamica.

Pressdo Mecéanica e o Coeficiente de Viscosidade da Mistura

A pressdo mecanica é definida como o negativo de um ter¢o do primeiro invariante de

Tj .

1 1
p:—g(rll+z'22+T33):—§(O'XX+JW+O'ZZ) , (7.2)

ou seja, a soma dos 3 componentes normais de um tensor € uma constante invariante de
orientagéo do sistema de referéncia. Somando-se o0s termos da eq. (6.38a), e substituindo-
0s na eg. (7.2), obtemos:

ﬁ=p—(ﬂ+§,uJV-\7. (7.3)

A eq. (7.3) mostra que a pressdo mecanica p, para um fluido com deformacgéo viscosa,
ndo é igual a propriedade termodindmica denominada pressao:

p-p=—kv-V, (7.4)

onde k é denominado coeficiente de viscosidade da mistura e, é igual a:
2
k:(/1+§yj : (7.5)

A hipotese de Stokes, eq. (7.1), simplesmente coloca k=0, o que implica em que a
pressdo mecanica € igual a pressdo termodinamica. Entretanto, o exato significado da eq.
(7.4) ainda e controverso.
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As Equacdes de Navier-Stokes

As equacdes de Navier-Stokes (N-S), sdo obtidas substituindo-se a eq. (6.38a) na eq.
diferencial da conservagao da g.d.m.:

V. oV, ot}
4y ! , 76
p{ el axJ} > +PY; (7.6)

e substituindo (6.38a) em (7.6):

o, oV P ov, oV v,
— V- |= ' + A6, + 7.7
p{at 'ax,} ox, o {”[ax axj i ox } PO (1)

A eq. (7.7) pode ser escrita na forma escalar para as 3 diregdes.
Considerando um sistema de coordenadas cartesiano, da eq. (7.7), obtemos:

Dir. X:

Du 8p ou 0 ou ov 0 ou ow
U g P92, vy N W (7.8a
Por = P9 ax( Pax " ) ay[ (@%xj}@z{ (a +8xﬂ (7.82)

Dir. y:

Dv_ o, af, & of fov ], af (o, ow
th P9, 8y+8y(2ﬂ6y+/w V}ax{ (aﬁwj}&{”[a +8yﬂ (7.8b)

Dir. z:

p%—pgz—@ 6(2,11@+AVV)+2 [@+8_u) +i @+@ , (7.8¢)
Dt oL oz oz OX oX oz oy oy oz

As egs. (7.8a), (7.8b) e (7.8c) representam a eq. da conservacao da g.d.m. para um fluido
newtoniano na sua forma mais geral. Ela é valida para escoamentos compressiveis ou
incompressiveis com os coeficientes de viscosidade podendo variar ou ndo com a
temperatura e pressao.

Condigdes de Contorno (CC)

As equacOes de N-S formam um sistema de 3 equacdes diferenciais parciais nao lineares
de 22 ordem. A ndo linearidade ¢ introduzida pelos termos convectivos. Ela provoca um
carater unico nas equacdes de N-S: para CC distintas, aparecem solucGes independentes
gue ndo podem ser linearmente superpostas.

Consequentemente, ndo se conhece até 0 momento uma solucéo geral das egs. de N-S.
Pelo fato de serem de natureza eliptica, as CC apropriadas sdo as condi¢Ges de Neumann
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ou Dirichlet. Fisicamente, isso significa ser necessario ter a informagéo da velocidade, v,

, OU da taxa de variacdo da velocidade av%x_ para todo o contorno.

1) Interface fluido-solido.

A velocidade tangencial relativa entre o fluido adjacente a fronteira solida € nula
(condicgéo de ndo deslizamento).

a) Para uma fronteira sélida estacionaria:

(VﬂUidO )tangencial - (793.)
b) Para uma fronteira s6lida em movimento:
(VﬂUidO )tangencial = (VSé"dO )tangencial ) (79b)

A velocidade do fluido normal a fronteira sélida dependera se essa fronteira é permeavel
ou nao.

2) Interface fluido-fluido.
Dois casos:

a) Classica superficie livre que exerce apenas uma conhecida pressdo (Forca
normal) na interface liquido-gas/vapor.

b) Gas ou vapor também exercem tensdes de cisalhamento no liquido.

Considere a superficie livre mostrada na figura a seguir. A forma da superficie é dada
por:

2=n(xy) . (7.10)

\/z’/r"f R
/ .'I 5, - " ) "
A R z=1n\xy)
Vapor P : P | e

Na superficie:
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a) As particulas da fase liquida acompanham a deformacéo da interface.

b) A pressdo da fase liquida mais os efeitos de tensdo superficial devem equilibrar a
pressdo do vapor.

A velocidade vertical da particula acompanha o movimento da superficie livre:

W(x,y’n):m:a_n+ua_n+va_77 ) (7.11)

Dt ot ox oy

A pressdo de equilibrio é expressa por:

R

X y

P(X Y. 77) = Pum +y£%+ij : (7.12)

onde R, ,e, R, sdo os raios de curvatura da superficie e y € o coeficiente da tensdo

superficial. Essa relacdo de pressao expressa pela eq. (7.12) é conhecida como Equagao
de Laplace-Young.

Quanto maior o raio de curvatura, menor a forca. Para raio de curvatura menor (curvatura
maior), maior seré a forga.

| Patm | Patm

AN

Quanto menor a bolha, maior a tensdo superficial e maior a estabilidade.

As tensfes tangenciais através da interface devem ser continuas. Portanto, a tensdo de
cisalhamento na interface fica sendo:

Tinterface = (/u @j = (/u @j ' (713)
oz liquido (L) oz vapor (V)
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¥
Ar |
- Bl = = = m ===

Pela complexidade introduzida pelos termos ndo lineares, ndo se conhece, até o presente
momento, uma solucdo geral para as egs. de N-S. No entanto, € possivel caracterizar os
diferentes regimes de escoamento estabelecendo um balango entre as forgas viscosas, 0s
termos convectivos, as forcas de pressdo, identificar os mecanismos dominantes que
governam o escoamento e simplificar as egs. de N-S. Esta classificacdo pode ser feita
através da adimensionalizacdo das egs. de N-S.

Adimensionalizacao
Ex.1: o divergente da velocidade.

Em um escoamento incompressivel temos, para o divergente da velocidade:

VV=0. (7.14a)
= VL

\ =\7:>V =V'V, (7.14b)

V'=DV=V=— . (7.14c)
Substituindo (7.14b) e (7.14c) em (7.14a), temos:

- v* I
v-V=o:[EJ-(v*\/)=o, (7.14d)
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- - D_ .
e , multiplicando (7.14d) por K/ , temos:

V'V =0 . (7.14e)
EX.2: Semelhanga dinamica (“paraquedas”).

Para o numero de Euler (Eu):

Eu=f(Re), (7.15a)
e, 0 numero de Reynolds (Re) para o protétipo (ex.: ar), com:

V, =100 m/s, D, =6 m, v, =5,42-10"° m?/s

_V,D,  100-6

Re =
" v, 542.10°

=11,07-10° , (7.15b)

e para 0 modelo (ex.: agua), com:
V,, =22,14 m/s,D,, =0,5m, v,, =1-10° m?/s

_V,D,, 22,14.0,5
Vi 1-10°°

Re,, =11,07-10° . (7.15¢)

Como o numero de Reynolds deve ser igual para ambos, o modelo ¢ testado na &gua para
aumentar o respectivo Re.
Obs.1:

As relages no nimero de Re:

272
Re — I:inércia — pLV — pLV ) (7163.)
Flicos 4LV p
Obs.2:
A relacdo no nimero de Mach:
M Y , (7.16b)
C

sendo V a velocidade do escoamento e ¢ a velocidade do som.
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Escoamentos de acordo com Re
1) Escoamentos com Re — o :

Quando o parametro Re — oo, hd uma indicacao de que forcas inerciais sao balanceadas
pelas forcas de presséo (escoamento dominado pelas forgas inerciais).

Para escoamentos internos, como por exemplo dutos, as forcas de campo podem ser
incorporadas ao termo de pressao.

p=p+pg,, (7.17a)

*:p_poz(p+pgz)_p0 . (717b)

pV? pV?

P

As egs. de N-S ficam entdo adimensionalizadas da seguinte forma:

- 0
DV* * Kk 1 * v
=V + (FV . 7.17c
ot P BM (7.47)

Assim, se Re — oo , temos que a forma dimensional é dada por:

{%+(\7-V)\7}:-Vp+pg , (7.17d)

que corresponde a um sistema de equacdes diferenciais parciais ndo lineares de 12 ordem,
aplicado a escoamentos ideais inviscidos.

2) Escoamentos com Re —0:

O termo viscoso torna-se (l/Re) vezes maior que os termos inerciais e de pressao.

Nesse caso, redefinimos a variavel adimensional da presséo:

p = P— Py (7.18a)

sendo, no numerador, a forca de presséo e, no denominador, a for¢a viscosa.

Assim:

— *\2
=—V'p +(V) V", (7.18b)
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Portanto, quando Re — 0, temos a seguinte equacdo adimensional:
Vp=uV¥ , (7.18¢)
para um escoamento dominado pela viscosidade, ou, escoamento de Stokes.

3) Escoamentos com O0<Re<wo:

Os termos Vviscosos sdo da mesma ordem de grandeza dos termos inerciais e de pressao
e, portanto, nenhum dos termos pode ser omitido.
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Capitulo 8

Solucgbes Exatas das Equacdes de Navier-Stokes (N-S) para Escoamentos
Incompressiveis Viscosos

1) Escoamento laminar e em regime permanente entre duas placas paralelas e
infinitas.

As particulas fluidas se deslocam na direcdo X , paralelas as placas e, considerando
regime laminar e escoamento plenamente desenvolvido.

-—
—_—
————
—

= )

Uo = — T : —_T-
_——-—_ - /’
. ; | Perfil das velocidades
2 Compnmazlo de mistura | com mente desenvolvido
(L) '
Obs.1:

a) Se fosse uniforme (inviscido), o escoamento nédo teria um perfil parabélico;

b) A inércia é importante na regido de desenvolvimento;

¢) Um escoamento de perfil parabolico ndo é uniforme (a viscosidade é
importante).

Obs.2:

a) Re <2000 — escoamento laminar;
b) Re > 2000 — escoamento turbulento.

Egs. governantes:
a) Eqg. conserv. da massa;
b) Eq. conserv. da g.d.m.

Hipoteses simplificadoras:

Regime permanente;

Escoamento laminar;

Escoamento completamente desenvolvido;
Escoamento incompressivel ( p =cte);
Dimenséo z infinita;

ue\V .. = ctes.

média

© gk~ E
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Temos que:
v=w=0.

Da eq. da continuidade:

a0(1) 0
Zg +vN =0

ou °® 0 ou
VV=0=— + +%% =0=>—=0.
OX Z OX

Portanto, a componente U da velocidade ndo depende de X:

u=u(y).

Como o escoamento é permanente:

e, para placas planas infinitas e paralelas:

ou

—=0.
0z

Aplicando nas egs. de N-S:

Dir. X:

op op
O=——+p9,=>—_—=-p9 .
oy b oy
Dir. z:
0=-P
0z

As egs. (8.3), (8.7), (8.8) e (8.9) sdo as egs. governantes.

(8.1)

(8.2)

(8.3)

(8.4)

(8.5)

(8.6)

(8.7)

(8.8)

(8.9)
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Para encontrarmos a solucéo, integramos a eq. (8.8):

p= D(Y)Z'[%dez—pjg(y)dy+ f.(x)=-pgy+ f,(x)=

p=-pay+f(x), (8.10)
sendo o termo f,(X) correspondente a perda de carga.

Portanto, a pressdo varia hidrostaticamente na diregéo vy .
De (8.7), temos:

ou 10
V:Za_s : (8.11)

cte

e integrando duas vezes (8.11):

ou 1lop
“Z_—=Fyic , 8.12
Y ﬂaxy ] (8.12)
e por fim:
1(op). .
u=u =—| — C cC, . 8.13
(y) 2u(axjy +CY+C, (8.13)

Condigdes de Contorno (CC):

A) Para y=+h—u=0(condi¢do de contorno de ndo deslizamento);

max. )

B) Para y=0—>u=u_, ,e€, %U:O(em u

Aplicando a CC (B) em (8.12), temos que:
¢=0, (8.14)

aplicando a CC (A) em (8.13):

1(op),.
c,=——| — |h". 8.15
=52 .15
e substituindo ¢, em (8.13), temos:
1(oP)\2_p2
u=—7J|— -h%) . 8.16
o 2 ) -) ©.16)
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Obs.3:

O perfil de velocidades do escoamento entre placas imdveis é parabolico.
Obs.4:

Se as placas tem diferente rugosidade uma da outra, a velocidade ndo seria méxima no
centro, e sim, em algum ponto diferente do centro em y (perfil assimétrico em y).

Vazao:
a=[u(y)dy, (8.17)

por unidade de comprimento na dire¢do z.

Velocidade média:

v-4_9 (8.18)

q._
A 2h
Velocidade méaxima:

=u

max.

1 ap 2 2
— — —-h®) ,emy=0. 8.19
2y(axj(y ) emy (8.19)

Adicionalmente, de (8.10):

op
f(X)=] — [X+p,, 8.20
1 (%) (6X) Po (8.20)
onde p, € apressdo em x =y =0 (presséo de referéncia).

Assim, substituindo (8.20) em (8.10), a pressao no fluido pode ser calculada com:

op

&J X+ p, (campo de presséo). (8.21)

p=—pgy+[
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Escoamento de Couette (placas paralelas).

U
_..
1.0 LS PILSSS LIS SIS, ISP SIS, AIAISSI IS
Placa Movel IE l o
|Escoamento |
0.8 [reverso .,, / | \
| | P=-3 / / i ) )
0.6 l\ // ‘3*/}, Y ,1 13 | 3
b g4l _ / / / P
. g
e \* -
7 L L L 7 I
Placa imovel -0.4 -0,2 0 0,2 04 0,6 0.8 1.0 1,2 1.4

Escoamento paralelo simples entre duas placas paralelas, semelhante ao caso anterior,
mas sendo uma fixa e a outra movendo-se com velocidade constante U .

Sdo vélidas as mesmas egs. (8.10) e (8.13) do caso anterior,

p=-pgy+f(x), (8.10)
1/(0
u :u(y):z(a—sj y +cy+c, , (8.13)

porém, com CC diferentes.
Condicoes de Contorno (CC):

A) Para y=0-—u=0(condicao de contorno de ndo deslizamento);
B) Para y=b—>u=U

placa *
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y 1(op 2
u=UE+E;t—yy—bﬂ. (8.22)

Adimensionalizando:

2
E:X_b_[@j(lj(l_lj _ (8.23)
U b 24U(dx){b b
O perfil de velocidades real do escoamento é funcdo do parametro adimensional:
2
po_ D (@_p] | (8.24)
24U \ OX

Se ? =0, aeq. (8.23) torna-se:
X

y
u=U-=. 8.25
. (8.25)

2) Escoamento de Hagen-Poiseuille.

‘g

Provavelmente esta seja a mais conhecida solucgdo exata das eqs. de N-S. S&o adotadas
as coordenadas cilindricas e admite-se que o escoamento é paralelo a parede do tubo, de
modo que v, =v, =0.

Hipoteses simplificadoras:
1. Regime permanente;
2. Escoamento laminar;
3. Escoamento completamente desenvolvido;
4. AXissimetria;
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Obs.5:
O escoamento poderia ter linhas paralelas a parede e em regime ndo permanente.
Temos que:

v,=v,=0. (8.26)

r

Assim, temos para a eqg. da continuidade (em coordenadas cilindricas):

v, =0. (8.27)
0z

Para regime permanente:

v
y 8.28
p (8.28)

e, considerando um escoamento axissimétrico (para qualquer raio, a velocidade néo varia
com 6).

ov

£=0. 8.29
%0 (8.29)
Entéo:
v, =V,(r) . (8.30)
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As egs. de N-S ficam entéo reduzidas a:

Dir. r:

p p
0= __63_6_ _
£9, r ar £9,

Dir. 6

10op op
0= ——— == .
£Y r 00 20 P9y

Dir z:

0= P, 12(@) P
0z ror or 0z

onde:
g, =—gsing ,
g, =—gcosé ,

(8.31)

(8.32)

10( év,
el &%)

(8.34a)
(8.34b)

com @ medido a partir do plano horizontal.

Integrando a eq. (8.31) ou (8.32), temos:

p=-prgsind+f,(z),

(8.35)

A eq. (8.33) pode ser reescrita entdo da seguinte forma:

lﬁ(r% _1o
ror\" or) wmor

Integrando (8.36) para? =cte:
z

aVz 1 ap 2
r—=+=—| —|r+c¢.,
or 2u\oz

e, integrando novamente, temos:

, :i(a—pjr%cllnwcz :
4u\ oz

(8.36)

(8.37)

(8.38)
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Condicdes de Contorno (CC):

A) Parar=R—>v,=0;

B) Para r=0—>6vz =0.
or

Aplicando a CC (B) em (8.37):
x _(1o0) .6
or 2u 01 r

Como v, deve ser finita, temos que:

c,=0.

Aplicando a CC (A) em (8.38):

c, =—4i(@j R? ,
u\ oz

e, substituindo (8.41) em (8.38):

v, i[%j(rz -R?).

= ™
Vazéo:

dA=2zrdr |
dQ=v,dA=v,2zrdr ,

R
Q =2njvzrdr :
0

Substituindo (8.42) em (8.45), obtemos:

(2

8u \ oz
e sendo:
Ap_ 9
L oz

(8.39)

(8.40)

(8.41)

(8.42)

(8.43)
(8.44)

(8.45)

(8.46)

(8.47)
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chegamos a seguinte eq. para a vazao:

7R*Ap
_ | 8.48
Q 8L (8.48)

conhecida como a lei empirica de Poiseuille.
Obs.6:

O sinal negativo na eq. (8.47) deve-se ao fato de que o gradiente de pressdo diminui no
sentido do escoamento para um escoamento completamente desenvolvido.

Velocidade média:

Utilizando o resultado da eq. (8.48), temos:

7 Q R*Ap
7R*  8uL

(8.49)

A velocidade méxima ocorre no eixo central do tubo. Assim, da eg. (8.42), temos que:

2 2
Vinax :_R_(G_pj: R°Ap , (8.50)
' 4u\ oz 4ul

demodoque v, =2V .

A distribuicdo de velocidades pode ser escrita em funcdo da velocidade maxima.
Dividindo a eq. (8.42) pela eg. (8.50), chegamos a:

v, :1_(Lj _ (8.51)

Vs R
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Capitulo 9
Regime de Stokes - “Creeping Flows” ( Re - 0)
Escoamentos dominados pela viscosidade.

Re — I:inerciais
F

viscosas

onde, as forgas de inércia <« forgas viscosas.

Escoamentos lentos:

Re:%—>0 .
U

Re — 0 significa que as forcas viscosas sdo muito maiores que as forcgas inerciais.

Eqgs. de N-S Adimensional:

DV* * Tk
_=_Vp +VA". 9.1
5= vP (1)

Re

A eq. de N-S se reduz a um balanco entre as forcas de pressdo e viscosas. Na forma
adimensional, as eg. de N-S ficam:

Vp=uVV , (9.2)

indicando que o transporte de g.d.m. ocorre por difusdo de velocidade.

1° Problema de Stokes: Difuséo pura.

oy
L J

Placa plana infinita: U, e a velocidade da placa, em movimento dnico.
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Em y =0 (na placa):

u(0,t)=0,parat<0
: (9.3)
U, parat>0
Sem os efeitos de borda, sé existe velocidade na direcdo x ,i.e., v=w=0 e (;l_p =0.
X
Assim, temos:
2
a_, o 9.4)
a oy
que corresponde a eq. da difusdo parabdlica (eg. governante), com as seguintes:
a) Condicdes de contorno (CC):
U(oo,t)=0
( ) : (9.5a)
u(0,t)=U,
b) Condigdes iniciais (Cl):
u(y,0)=0. (9.5b)

Meétodo de solucdo: solucdo por similaridade.

Existe uma transformacao de variaveis que reduzira o niamero de varidveis independentes
de 2 para 1.

u(y,t)—>u(n) ,onde: n=Ff(y,t). (9.6)
O numero de CC e Cl também sera reduzido de 3 para 2.

Seja:

n=cyt’, (9.7)
sendo c, a e b constantes arbitrarias.

ou _d_Ud_?]_d_UbC agb-1 =d_U9C

yatb _ du bQ

= = =— , (9.8a)
ot dnpdt dp dnt dnp t
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ou _dudy _du acy™t®

— (9.8b)
oy dpdy dp
al; AU eyl ay +d—ua(a—1)cya‘2tb . (9.8c)
oy*  dn’ dn
Combinando as egs. (9.8a), (9.8b) e (9.8c) na EDP (9.4), temos:
du n du 2.2,,2(a 1 du a-2¢b
—b-== a’c "+ —a(a-1)cy* 4" |, 9.9
dnp t ‘{dn y dn ( ) y (©9)

Para haver similaridade, a eq. deve depender de n somente. A escolha dos coeficientes
a e b que satisfazem esta exigéncia é: a=1, b=-1/2.

Entdo, temos:

y
n=C (9.10a)
e, a eq. diferencial de 22 ordem:
2
du, n du_ (9.10b)
dn®  2vc? d77
Fazendo, 2vc® =1/2, onde ¢ é uma constante arbitraria, temos:
2
du o o (9.10c)
d ' dy
com:
n=—J_ . (9.10d)
2wt
a) CC:
u(oo,t)=u(n=0)=0
(=) =u(n ==0) : (9.11a)
u(0,t)=u(n=0)=U,
b) CI:
u(y,O):u(n:oo)zo . (9.11b)

Integracdo da EDO (9.10c):
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Do célculo temos que: dd_n[d (Inc)]= ;_n(d_:J :

Ent&o, em (9.10c), temos:

d
—(du/dn
M - _277 =d {m(d_u]} = —277d77 .
dn

du/dn

Integrando:

(du] )

In| — |=-n"+c, .
dn

Aplicando exponencial:
du 2

—=ce 7.
dn 2

E, integrando novamente para o intervalo de O a 77, temos:
n 2
U(U):Czjew dn+c, .
0
Funcéo Erro (Estatistica):
n
erf (n):ije”’ dny ,
N7 s

sendo:

{erf (0)=0

erf () =1 '

Aplicando em (9.12d) as condiges para n em (9.13b), temos:

u(0)=0+c,=U, =c,=U,

(13.12a)

(9.12b)

(9.12¢)

(9.12d)

(9.13a)

(9.13b)

(9.14)

(9.15a)
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ou, de (9.10d):

“L(J’Z ) ={1—erf (Nyﬁﬂ . (9.15b)

O deslocamento U, da placa é transmitido as camadas de fluido adjacentes, no tempo e
no espagco (direcdo y ), pelo mecanismo da difuséo. O espago e o tempo estdo combinados
na variavel de similaridade dada em (9.10d):

oy
nzﬁ'

Espessura de Penetracéo.

Exercicio:

Qual é o tempo ou a profundidade 6 em y necessarios para que a velocidade do fluido
seja 1% da velocidade da placa.

Analisando nossa variavel adimensional de velocidade:

u
0" 0,01 , (9.16a)
[1—erf (77)] =0,01=erf (1) =0,99= 7" =1,83= 25& =
5=3661t . (9.16b)

A difusdo da velocidade u propaga-se a uma distancia proporcional a raiz quadrada do
produto da viscosidade e do tempo.

Ex.: ar

Dados:
1) v=1510" m?/s;
2) t=60s.

§=3, 66\/(1,510‘5 m?/s)(60 s) =0,1098 m =11 cm,
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Capitulo 10
Teoria da lubrificacdo de Reynolds

Perfil de velocidades de Couette com o p-negrito (adimensional). Semelhanca com o
perfil de velocidade de p negativo (entrada) e p positivo (saida).

Placa fixa

Placa movel

3) Teoria hidrodinamica da lubrificagéo.

Um fendmeno observado em mancais de deslizamento, onde forcas viscosas sao
predominantes.

Como exemplo, usaremos um bloco deslizante movendo-se sobre uma superficie plana,
0s quais estdo levemente inclinados com um éngulo & entre eles, um em relagéo ao outro.
Analiza-se o problema em 2D. Considerando que o bloco esta em descanso e que o plano
se move com velocidade U =cte. Ainda a altura h(x) é muito pequena em comparagao

ao comprimento L do bloco.
Da definicdo do numero de Reynolds (Re):

_ forca inercial
forga de viscosa

(definicdo mecanicista)

Agora vamos usar N-S em coordenadas cartesianas. Note que o escoamento é
predominantemente na direcao x.

D o (& & &

—~ul = - hu —+—+—1\u , 10.1
'D(Dtj PO o ”[axz o oz (10

—_

forca convectiva forca difusiva
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e sendo o escoamento bidimensional, v~h . Ecomo, h<< L, e, L~u, temos o termo

do lado esquerdo da igualdade da eq. (10.1) da forma:

D =0 (v~h) =0 (v=0)
—Uu|= —+u—+v
p(Dt j / WL

Assim, voltando para o nimero de Reynolds:

N ,U aéx Avdlise P / pUL ( j
dimensional
u0u . /

As forcas inerciais podem ser desprezadas se Re” <« 1.

Ex.1:

Dados:
1) U=12m/s;
2) v=37-10"°m?s;
3) L=10,16cm;
4) h=0,2mm.

Assim, temos:

2
Re" = Re(%) = 32950(3,87 -10*6) =01 .

(10.2)

(10.3)

(10.4)

A equacéo para o regime de Stokes (dominado pela viscosidade, prevalecendo os termos

difusivos e eliminando os termos ndo-lineares):
Vp = uVi |

ou, em 2-D,

op o’u %
T H Tt g
OX ox" oy

op ov o)
o TH St
oy ox° oy

(10.5)

(10.6)
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Sendo v<<u:

OX?

8y2

, (10.7)
0

e da conservagdo da massa:

U, Ny, (10.8)

x oy
Obs.1:
Na direcdo X:

ou o o’u/ox? _u/L?

— << — , pois <
Xz oy’ P d’u/oy?  u/h?

<1. (10.9)

Assim, as equacdes de N-S para regime de Stokes e fluido incompressivel ficam
reduzidas a:

2
2—2 - ygy_;‘ . (10.10)

A eq. da continuidade, por sua vez, pode ser expressa por:

h(x)

Q= [ udy=cte, (10.11)

e as CC séo:
Condicdes de Contorno (CC):

C) Para y=0—»u=U;
D) Para y=h—>u=0 ; (10.12)
E) Para x=L—>p=p, ;
F) Para x=0—>p=p, .

Os perfis de Couette lineares sdo impossiveis para essa geometria porque a vazao na
entrada superaria a vazao na saida.

Para superar essa dificuldade, desenvolve-se uma alta pressao no interior da cunha de
fluido, o que causa, inicialmente, um gradiente de presséo adverso e, posteriormente,
um gradiente de pressédo favoravel, ou seja, respectivamente, subtracéo e adi¢éo da
solucgéo de Poiseuille.
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Assim, a vazdo é constante em cada se¢do x.

Resolvendo:
1 (op y

U=—| — -h)+U|1-+|, 10.13
2u{axjy(y ) ( hj (1013)

e ainda, da eg. da continuidade:

h(x)au h(x)av

—dy=—| —dy=-v(h)+v(0)=0 . (10.14)
[ Gav=-] §ar=—v(n)+v(0)
Obs.2:

Como a parede ndo é porosa, a velocidade na parede deve ser nula.

Substituindo a eq.(10.13) na eq.(10.14) e integrando a eq.(10.14), obtem-se:

0 op oh
—|h=|=6uU — 10.15
6x( ax] A OX ( )

onde U é constante e, h(x) € conhecido e tem como solugdo p . Assim, obtem-se
finalmente p(x).

Obs.3:

Note que quanto maior a viscosidade, maior sera o gradiente de pressao.

Pressio
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Exemplo: producéo de petrdleo pesado utilizando o padréo de escoamento liquido-
liquido anular (core-flow).

Desenvolveu-se um modelo para a hidrodindmica do padréo core-flow, partindo
das equacOes de Navier-Stokes e baseado na hipotese de que o fluido central (6leo)
comporta-se como um solido deformavel, ou seja, possui uma viscosidade infinitamente
maior que a do fluido do anel (4gua). Utilizou-se também a hipétese de anel fino, ou seja,
0 anel de agua se comporta como um filme. Com base nisso, as equagdes foram
adimensionalizadas e simplificadas para o caso particular do core-flow vertical
ascendente. Uma caracteristica inovadora da modelagem aqui proposta em relacdo aos
modelos da literatura é a inclusdo da tensdo interfacial liquido-liquido, que permite
acoplar as equacgOes das duas fases e determinar a forma da interface como parte da
solucéo geral do problema. Para o completo fechamento das equacdes a onda interfacial
foi considerada geometricamente semelhante. Neste capitulo também séo apresentadas as
comparacles entre os resultados tedricos e os dados experimentais deste trabalho e

encontrados na literatura.

Geometria do problema

Parte-se do seguinte esquema (Figura Ex.1) para a formulagdo das equacgGes para core
flow:

p1 diferente de po,

r; — posiciio da interface em relagiio ao centro do tubo;
7. — Comprimento de onda;

SX n = Vr = velocidade radial;

} S v = V0 = velocidade azimutal ¢

R I w = Vz = velocidade axial.

Figura Ex.1 — Geometria do problema; core-flow
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Hipéteses simplificadoras
1. Escoamento incompressivel permanente

2. Escoamento laminar em ambas as fases (fluidos Newtonianos)

3. Fluido do nucleo (fase 1) possui uma viscosidade infinitamente maior que o fluido do anel

(fase 2) e comporta-se como um solido deformavel com velocidade Vz; = W,
4. Anel fino: R-ri<<R

5. Equagbes governantes: continuidade e Navier-Stokes em coordenadas cilindricas,
respectivamente:

1é Lo & i
;E;(VUr)+;0—0(U9)+E(Uz)—
e
av, N av, LY v, v} N av,
vV, — -1V, =
p ot odr r 00 r Y 2z
ap d av, v, 1 d%v, 2 dve 932,
=——+pg, tYU| —— - — - +
0 radr dr r? r? 90%* r* 00 9z?
(diregédo 0)
an + 8\73 +V9 an +V,. Vg + an
v, — v, =
ot dr r J6 r 0z
a a 2 2
S L0P e ep| 1O 0ve ) ve 197w 2 9V, d7ve
r 00 ror ar r? r? 90%* r?* 00 9z?
(diregdo z)
dv, N av, L av, N v,
VvV, —— v, =
Pl o ar r a0 ' 9z
—-——a—+p +u 10 rav‘ +L82v1 +82vZ
8 raor ar r? 06°? 0z?

Andlise de ordem de grandeza

Para a simplificacdo inicial das equagdes sera considerada a hipétese 4 (anel fino).

Como exemplo do procedimento de simplificacdo que sera desenvolvido ao longo da

modelagem matematica, serdo analisados os termos de difusdo de quantidade de movimento

na direcdo azimutal das equacgGes da quantidade de movimento para a fase 2 (dgua) nas
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diregdes Ae z . Os termos sdo desprezados apods a realizagdo de uma analise de ordem de
grandeza baseada na hipdtese do anel fino. Neste ponto, vale salientar a seguinte
nomenclatura:

u=Vyv=Vegew=V,
Tal hipdtese leva as seguintes constatacdes:

W<<vzelU<<w, e (Ex.1)

O0<<R e o<< i, (Ex.2)

onde 3 é a espessura do anel de agua, A é o comprimento da onda interfacial e R o raio
interno do tubo.

Nas equacgdes da quantidade de movimento para a fase 2 (dgua) nas direcdes fe z, os
termos de difusdo de quantidade de movimento na direcdo azimutal sdo, respectivamente:

1 0%, 2 ou,

—_ 4+ ——=08 EX3
r’ 06> r® 06 ( )
1 0%w,

il Ex.4
r’ 06? (Ex4)

Realizando uma analise de ordem de grandeza, percebe-se que os termos das
Equacdes Ex.3 e Ex.4 podem ser traduzidos nas seguintes relacdes, respectivamente:

VH Vr

O —22 +0 —22 —0 e (Ex.5)
R R
VZ

o) R—22 —0. (Ex.6)

Portanto, nas equagdes da quantidade de movimento para a fase 2 (4gua) nas dire¢des
fe z, os Unicos termos de difusdo de quantidade de movimento que permanecem apds a
analise completa de ordem de grandeza sao, respectivamente:

2 v
OV2 0% | 41 (Ex.7)
or? 52
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2
6W2_)O\£

1 (Ex.8)
or? 5°

Numa primeira etapa, a hipdtese 4 (anel fino) serd utilizada para desprezar apenas os
termos relativos a difusdo da quantidade de movimento e termos de menor relevancia para a
analise, como por exemplo os termos relacionados a velocidade radial da equagdo da
qguantidade de movimento na dire¢do r. Os termos ndo lineares ou inerciais ainda serdo
considerados nas equacdes da quantidade de movimento nas dire¢ées fe z, buscando com
isso a obtencdo dos nimeros adimensionais pertinentes ao escoamento core-flow.

A hipétese 3 (fluido do nucleo é um sélido deformavel) sera utilizada para a
simplificagdo das equagdes para a fase 1. Sendo o escoamento axial e centralizado:

ur=v:=0
Equacgles gerais para core-flow

Adota-se um referencial movendo-se a velocidade das ondas interfaciais, a fim de que
as equagOes possam ser escritas em regime permanente.

Fase 1 (nucleo de 6leo):

Equacdo da quantidade de movimento em r:

0--P i pg,. (Ex.9)

com g, = - g,cos6.

Equagdo da quantidade de movimento em 0:

0=—2Py 5, (Ex.10)

r o0

com go = gysenéb.

Equacdo da quantidade de movimento em z:

g, = 0 — horizontal
g, =—g — vertical

P

0=-PL, g, { (Ex.11)

1
a
Nota: para tubo horizontal g, =0, g, = g.
Fase 2 (anel de agua):

Equacdo da continuidade
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—(ru2)+%%+—=0. (Ex.12)

Equacdo da quantidade de movimento em r:

0=—%+ng, , (Ex.13)

lembrando que a velocidade radial é desprezada, pois u, << vz e uz << w;, da hipdtese 4.

Equacdo da quantidade de movimento em 6:

Ny YV, Ky N,

1, o,
U, —2+-2-2 4w, —2 |=-="24 +p,—2 Ex.14
pz(zar r 20 Zaz] r g Pt 4 (Ex14)

Equacdo da quantidade de movimento em z:

AN, V, AW AN, o*w
Pol Uy —F + 22+ W, — =_@+ngz + iy (Ex.15)
a r 0o a a a
Acoplamento das equagodes gerais para core-flow
Equacdo de Laplace-Young serd utilizada para o acoplamento das equacoes:
o
pli - pzi = ZE ) (EX.16)

1
onde R; é o raio de curvatura local da interface (ndo confundi-lo com r;, que representa a
posicdo da interface relativa ao eixo do tubo).
Através da hipdtese 4, obtém-se as seguintes relagdes:

R-r <<R
r-rp<R-rj<<R

Com as magnitudes dadas acima e de acordo com a figura abaixo (Figura Ex.2), chega-
se ao seguinte resultado:

P, = Py +ngy(ri —1)cosf = py, (Ex.17)
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F2

1
F1| g .7 | [ - Feosg)
.T.

N

Figura Ex.2 — Sec¢do transversal do escoamento core-flow

onde a aproximacao se justifica pela consideracdo de um anel fino (hipdtese 4). Portanto:

D, . Pa (Ex.18)
o8 o0
P, P (Ex.19)
a a
Derivando a Equacdo Ex.16 em fe rearranjando:
. . 1/R.
Ba _ Do, IR) (Ex.20)
o0 o0 o0
Aplicando a Equagdo Ex.10 na interface, tem-se que:
Py
5_4; = prg, sené (Ex.21)

Portanto, substituindo a Equagdo Ex.21 na Equagdo Ex.20 e substituindo o resultado na
Equacdo (Ex.18), tem-se:

Ds 1/R;))
— = rrsenf —20 ——= Ex.22
20 P19yl o 20 ( )
Analogamente, para a dire¢do z tem-se:
D, J(1/R;)
— = -20—= Ex.23
sz plgz O,Z ( )
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Substituindo as Equagdes Ex.22 e Ex.23 nas equac¢bes de quantidade de movimento

para a fase 2 (Equag0es Ex.14 e Ex.15), tem-se finalmente que:

Em O:

20 OWR) I,

u &+ﬁ&+wﬁ =(p,—p)9,5enl0 + —
P> 2" 4 r 20 P P2~ P1)Yy P ’UZOTZ
(Ex.24)
Em z:

ON, V., AW N, Jl/IR) O°W.
pz[uz 0,;"'?? 0,,‘92+W2 0,22]:(/72_/01)92+25 Pt + 4, 0,},22

(Ex.25)

onde a aproximag¢do r =r; foi usada devido a hipdtese de filme fino. Fazendo esta mesma

consideragdo na equacao da continuidade (Equagdo Ex.12), tem-se:

Ay (1A, Wy _

S 0,
a r oo a

Condigdes de contorno

Emr:
r=r; u=0 v=0 w=0
r=R u=0 v=0 w=-a

onde a é a velocidade da onda interfacial.

Em &
f=0o0u v=0 ou ov oW
—=0 —=0 — =0
06 06 00
O0=r
Em z:
2=0 u z=0— u|z:k \ z=0— V| z=\ w =0~ W| z=\
z:

Adimensionalizacdo das equagdes gerais para core-flow

Sdo definidas as seguintes varidveis adimensionais:

(Ex.26)
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. r-r@,z) r-rlo,z A 0 s 2
Coordenadas: I = '( ) = '( ) == ; I=—
R-r(6,2) 0(0,2) T A
. L s R,z
Geometria dainterface: f, =~ ; R, = R(0.2)
R R
c tes de velocidade: V=2 ; W=-2
omponentes de velocidade: = : =2
P azR/A a

Introduzindo-se essas definicdes nas Equacdes Ex.24, Ex.25 e Ex.26, chega-se as
equacdes adimensionais da continuidade e quantidade de movimento para core-flow:

Equacao da continuidade adimensional:
Substituindo as varidveis adimensionais na Equagdo Ex.26, chega-se a:

ol 1ov ow
— t T —=+—= =0
of 100 01

(Ex.27)

Equagdes da quantidade de movimento adimensionais:
Em &

Substituindo as varidveis adimensionais na Equacdo Ex.24 e rearranjando, tem-se:

s A . 2 5 26
o\2/R;
Regé(aa—\ﬁlﬂwwa—\fj:% EO(ﬂRz)-I-Al (/') +2 Z (Ex.28)
AL OF T 50 0Z arR°u, i 60 of
onde
Re; = £220 (Ex29)
H2

- sené zR’>

Eo(ﬂz)_(pl p,)9, (Ex.30)
(o2

Em z:

Substituindo as varidveis adimensionais na Equac¢do Ex.25 e rearranjando, tem-se:

N e A - 2 5 2.4

oW oW oW 0|2/ R;

R(35é u— +A1—A+VAV—A = o0 EO(rz) + (/A I) +8 7 (Ex.31)
AL of f 96 07 ) aRuyA 07 OF 2
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EO(RA) = M (EX32)

Analisando as EquacOes Ex.28 e Ex.31, percebe-se que para a fase 2 os termos inerciais
das equacgdes da quantidade de movimento nas dire¢cdes & e z poderiam ser desprezados para
baixos nimeros de Reynolds no anel (Res) e para os casos onde ocorreria uma onda interfacial
longa e préxima da parede da tubulagao.

Desprezando as nao linearidades, ou melhor, considerando as velocidades azimutal e
axial constantes em fe em z, respectivamente, percebe-se claramente a relagdo existente
entre o niumero de E6tvos e a curvatura da interface. Portanto, a forma da interface estaria
relacionada a um balanco entre a forca de Arquimedes e a for¢a de capilaridade. Tal
constatacdo demonstra a necessidade de se levar em conta a tensao interfacial na modelagem
do escoamento 6leo-agua no padrao core-flow.

Aplicagao das equagodes gerais ao core flow vertical ascendente

As equacdes governantes desenvolvidas para core-flow sdo particularizadas para o
caso vertical ascendente. Nesse caso, devido a axisimetria, tem-se que:

v2=0, (Ex.33)
g:=-9 € (Ex.34)
gy=0. (Ex.35)

Substituindo as Equagdes Ex.37, Ex.34 e Ex.37 em Ex.27, Ex.28 e Ex.31, obtém-se as
seguintes equacgdes:

Continuidade:

oi ow
-+ =
of o2

0, (Ex.36)

Quantidade de movimento:

0 al2/Ri)
00

0, (Ex.37)

ou seja, a segao transversal é circular; e
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s(.ow _ow) o [_y ol2/R])] o%w
Z—> REé‘ z[u oF +W§j = W EO(RE) + o7 + afz , (EX38)
onde:
EoY = (P p2)aRA . (Ex.39)

(R2)

o

Simplificagdo das equagdes para core-flow vertical ascendente — Teoria da
Lubrificacao

A ndo inclusdo dos termos inerciais simplifica bastante a formulacdo e ja foi realizada
anteriormente para core-flow horizontal (Oliemans, 1986). Levando em conta a teoria da
lubrificacdo de Reynolds, as seguintes condi¢cdes devem ser satisfeitas:

O0<<Red

Consequentemente, ocorre que:

¥ 2 2
pza 5—2 = Rei 5—2 <<1 (EX40)
Hy 2 A

A Equacdo Ex.40 é prerrogativa para a eliminacdo das nao linearidades da Equacéo
Ex.38, ou seja, os termos inerciais podem ser desprezados se a onda interfacial é
suficientemente longa e a distdncia entre a interface e a parede da tubulacdo é

suficientemente pequena.

De acordo com os dados experimentais obtidos neste trabalho, para as maiores
fracBes volumeétricas in situ do 6leo e para os casos onde foi observado o core-flow estavel
(AO ou AOBD) a Equagdo Ex.40 fornece resultados proximos ou apenas ligeiramente
menores que a unidade. Apesar disso, considerou-se que para core-flow vertical
ascendente a onda interfacial é suficientemente longa em comparacdo com a espessura do
anel e, conseqlientemente, os termos inerciais séo desprezados. Esta consideracgéo baseou-
se nas observacdes realizadas em laboratorio, onde foi constatado que a interface possui
uma crista de onda ligeiramente arredondada e simetria axial, ou seja, a onda é periddica
na direcdo z. Em outras palavras, ndo foram observadas assimetrias geradas por campos

de presséo decorrentes dos termos inerciais.
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Realizando uma analise de ordem de grandeza (nos moldes da andlise realizada no
tépico Ex.1.3), os termos inerciais da Equacdo Ex.38 sdo desprezados. Portanto, apds reagrupar
convenientemente os termos, tem-se a equacao da quantidade de movimento para core-flow
vertical ascendente (fase 2):

052(2) 2/R)) (o2 - p1)ad* () , %W _

aRuyA 01 ay o2

(Ex.41)

A Equacdo Ex.41 é uma equacdo diferencial parcial de segunda ordemem f e Z.
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Capitulo 11
Escoamentos com Auséncia de Viscosidade (Re —» )
Tal tipo de escoamento € conhecido como escoamento de Euler ou escoamento

potencial e, ocorre quando o efeito dos termos viscosos fica confinado a uma regido
delgada & denominada camada limite. Note que:

g | (11.1)
L J/Re,
com Re—»>ow,e, 6 —0.
Nessa condigdes, as egs. de N-S, na auséncia dos termos viscosos, tornam-se:

N o o\

—+|\V -V )V |[=-Vp+ 0 , 11.2
/{ ~+(Vv) } p+pg (11.2)

conhecidas como egs. de Euler.
Eq. de Bernoulli: auséncia de efeitos viscosos.

Eq. E. Mecanica: Atrito— viscosidade — dissipacdo de energia por atrito / degradacéo
da energia mecanica.

Seja S o comprimento da placa sobre a qual a camada limite se desenvolve (espessura da
camada limite).

R. (raio de curvatura)

A Fig. representa uma linha de corrente e um ponto P associado ao sistema coordenado
(S, ).
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Note que, para este sistema local de coordenadas, o vetor velocidade pode ser expresso

por:
\7=(V§,¢ﬁ) ,com ¢=0,

e a derivada substancial por:

Dt ot oS

bV _ @ (vS)+v i(vé)zé%vwg

(11.3)

O vetor unitario S varia com o tempo e posi¢cdo. A variacdode S com S e t,deacordo
com a figura a seguir, é dada por:

oS . AS A oS
—=lim —= =>—=
0S  [88[-0 AS R 0S

S _ 00
ot ot

Substituindo (11.4c) e (11.4d) em (11.3), temos:

D—V: é(ﬁw ﬂJ+(—ﬁ)(v

t ot oS

Com p constante, e agrupando os termos de presséo e gravidade:

P=p+p9Z,

06 V2
_+_
&t R

(11.4a)

(11.4b)

(11.4c)

(11.4d)

(11.5a)

(11.5b)
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temos o gradiente de presséo:

e substituindo (11.5a), (11.5b) e (11.5c¢) na eq. de Euler (11.2), temos:

A

para S:

ot S poS

v v __1op

para n:
2 ~
yoo, Vo _1a
ot R. pon

1) Direcdo tangente a linha de corrente:

Supondo p constante (escoamento incompressivel), e escoamento em regime
permanente e, notando que:

2
g _a(vt)
oS 0S| 2

temos:
9 V—2+ p+,0z |=0
5|2 T T
ou seja:

2

Vv
p?+ p+ pgz =cte ,
ou,

2
V—+£+gz=cte ,
2 p

sendo esta Gltima a eq. de Bernoulli (De N-S, Re — oo, e de Euler).

AplicacOes: Pressao estatica, de estagnacdo e dinamica.

(11.5¢)

(11.6a)

(11.6b)

(11.6¢)

(11.6d)

(11.6e)

(11.6f)
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A presséo, p, da eq. de Bernoulli é a pressdo termodinamica ou pressdo estatica. A

pressao de estagnacao (ou total) é fornecida pelo valor zero da velocidade do escoamento
conseguido através de um processo sem atrito.

Aplicando a eq. de Bernoulli:

Vi p p
?+;1+/ng=§+?2+/ng : (11.7a)

Assim:
1.2
P=P= P + PV, . (11.7b)
— } 2
presséo pressao | —
de estagnagdo ~ estatica pressdo

dindmica
Resolvendo para a pressdo dinamica, temos:

po—p=% V2, (11.7¢)

e, isolando a velocidade:

2(po B p)
—p .

V = (11.7d)

Portanto, medindo-se as pressdes de estagnacdo e estatica, pode-se obter a velocidade
local do escoamento.

P P2
(static pressure) (total pressure)

R —
—— — Static pressu

P \_/ opening

(€) 2002 WedSworth Greup / Thomeon Learning
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Condigdes necessarias para o uso da Equacao de Bernoulli:
a) Escoamento em regime permanente;
b) Escoamento incompressivel;
c) Escoamento inviscido;
d) Valida através de uma Unica linha de corrente.
A menor velocidade, maior area, maior pressao.
Para um fluido incompressivel, a massa se conserva.
Se a velocidade (vazao) se mantém constante, o0 que se degrada da energia mecénica € a

pressao.

2) Diregdo normal a linha de corrente:

O balanco entre forca centrifuga por unidade de volume e gradiente de pressdo normal a
linha de corrente.

Da eq. (11.6Db):

VZ 8
=t 11.8
PR "o (11.8)

De acordo com a eq. (11.8), a pressédo aumenta no sentido do raio de curvatura R. . Isto
porque o gradiente de pressdo dp/on é sempre positivo nesse sentido.

Obs.1:

Se R, tende a infinito, a curvatura tende a zero e 6f/on também tende a zero.
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Pode-se entdo concluir que:

i) Escoamentos com linhas de corrente paralelas possuem raios de curvatura
infinitos (R, — «):

?zo,ou seja, p ndo varia ( p=cte).
n

YyYYyyYyYwyvwy

R/\

i) Escoamentos com linhas de corrente curvas possuem gradientes de pressao
normais as linhas de corrente:

(€) 2002 Wadsworth Group/ Thameon Lesrming

Separation Separation
point point

/ /[ :

g A B~ \
£ .2 Reattachment
\ points
Separation Reattachment
point point

i) O escoamento ao redor de uma curva de 90° possui R.=0, e

consequentemente, a%n—>oo. Isto requer que tenhamos p——o . Na

realidade isto ndo ocorre ja que os efeitos viscosos devidos a presenca da
parede sélida evitam que p — —oo, € faz com que o0 escoamento se descole da
superficie.
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Aumento da curvatura
\ Amenta de B. — aumento de pressdo

b ——x YYY

Situacdo idealizada

Obs.2:

Situacgdo idealizada: para o fluido fazer a curva de 90° € requerido que na quina
tenhamos p — —oo.

Fonte de perda de cargalocalizada

A

Situagéo real

Obs.3:
Situacdo real: o fluido, ao fazer a curva de 90°, descola da superficie solida e cria uma

zona de recirculagdo. Eventualmente, a jusante, o fluido pode colar-se novamente a
parede.
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Capitulo 12
Fundamentos de Turbuléncia

Agradecimentos: ao Prof. Aristeu da Silveira Neto (UFU).

Regime turbulento:
a) A energia dissipada € muito maior;
b) E altamente difusivo;
c) Consome muita energia.

Viscosidade molecular:

a) Caracteristica de cada substancia;
b) Em um regime turbulento, a viscosidade é maior.

Obs.1:
Para:
a) Grande escalas: ha producdo de energia cinética turbulenta;

b) Pequenas escalas: dissipacdo de energia cinética.

Em sintese: a energia transferida para as grandes escalas é dissipada pelas escalas
menores.

Escalas de Komolgorov

Sao as menores escalas possiveis em um escoamento turbulento.

Escalas de turbuléncia

Partimos da escala de comprimento de Komolgorov:

(=)
w=[ V] (12.1)

g

sendo v a viscosidade cinemética e ¢ a dissipacao viscosa.
A maior dissipagédo ocorre em:

(d :% . (12.2)
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Modelo da Camada de Mistura de Prandtl:

Energia cinética turbulenta ~ (;_u :

Partindo da escala de comprimento de Komolgorov (d , devemos chegar as escala de

tempo, vorticidade, velocidade e energia.

Obs.2:

A viscosidade dissipa as perturbagdes. Se ha o predominio da inércia, o regime passa para

turbulento.

Temos que:

Rezﬂz\ﬂ , €, ﬁd:(

U 1%

O numero de Reynolds baseado na escala de Komolgorov:

u:—:—:—A:vV“g’/“:u:(vg)w.

u
Re, =—(d =1.
1%
Velocidade:
v v oYt
o v
¥
Tempo:
V3/4

[ Y2
t:ﬁ 81/4 :V_ﬂz:t:(ﬁj .
&

u eVt g

Vorticidade:

(12.3)

(12.4)

(12.5)

(12.6)
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Caracterizacéo da Turbuléncia
A turbuléncia:
a) E funcio do escoamento e ndo do fluido (no é tabelada);
b) Dissipa energia a altas taxas;
c) E rotacional e tridimensional,
d) E difusivo;
e) Fendmeno continuo: por menores que sejam as escalas;
f) Imprediscivel: ndo é possivel modelar todas as escalas.

O namero de graus de liberdade Ng do escoamento turbulento corresponde ao cubo da
relacdo entre as grandes escalas e as escalas dissipativas. Assim:

N, =L 3 =Re”*, (12.7)
¢
Origem da Turbuléncia
1) Escoamentos cisalhantes livre.
Auséncia de parede.
1.1) Camadas de misturas:
a) Diferentes velocidades no interior do escoamento;
b) Enrolamento: Kevin Helmoltz;
c) Desenvolvimento temporal: ndo ha propagacdo no espaco;
d) Desenvolvimento espacial: propagacéo no espaco.
1.2) Jatos;
1.3) Esteira: esteira de Von Karman.
2) Escoamento parietal.
2.1) Camada limite:
a) Placa plana: ondas Tollmien-Schichting (senoidal crista-vale);

b) A camada limite aumenta de maneira intensa;
c) Escoamento na camada limite: préximo a parede.
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Capitulo 13

Regime turbulento: desprezados os efeitos viscosos (pequenas areas).

Apds o comprimento da mistura L, o perfil ndo muda mais.

_ Forcainercial  pVD
Forcaviscosa  u

Re (13.1)

Ex.: Agua-glicerina.
A agua necessita maior comprimento ( s, << 1 ) pois € maior o efeito inercial.

O escoamento turbulento é mais dissipativo (como se fosse mais viscoso) e, nesse caso,
a forca viscosa é maior que a forca inercial.

No caso de termos 2 escoamentos com igual Re, sendo um laminar e o outro turbulento,
o turbulento precisara de um menor comprimento de mistura.

Vale a relacéo:
A maior velocidade — o maior comprimento L e a menor a viscosidade.

Ex.1:

Higua :1073 Pa-s,

0 *L/t)j
Re=PP_"\A) L A | (13.2a)
7 7 7
Sendo A:”R2 , temos:
(V1) J
D?/4
Re = (7074) _ P4 (13.2b)
7 uzD

B 1000(6,6-10‘7)4
~ 10°%zD '

Hipdteses:
7. Escoamento completamente desenvolvido;
8. Aplicamos a lei de Poiseuille: lei de resisténcia ao escoamento em tubos.
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_7Z'R4&

13.3
08 L (13.3)
4
_ 7(0,0005) (ng j:0,08-10‘4Pa-s.
(6,6-10’7)8 12
Ap

onde n ¢ a queda de pressdo calculada entre 1 e 2 utilizando a eq. de Bernoulli.

p./PY ) .
2 [V_2 /Zgj ,

pVD 100(0,84)(0,0001)

B 0.06-10° =1400=

b) Re=

Re < Re =2000;

critico
c) L,=0,065Re-D=0,065-1400-0,001=0,091m.

A particula mantém a quantidade de movimento. Ela retarda a velocidade da camada
superior.

Obs.1:

Uma velocidade v negativa produz u’ positiva.
Uma velocidade v positiva produz u' negativa.

Temos que:

dd

—, 13.4a
dy (13.42)

z_':(,u'i'/ut)

da \ x . x
onde o termo o corresponde a tensdo de cisalhamento turbulenta, ou, tensdo de
y

Reynolds.

99



T=puv, (13.4b)

sendo que uv compde fisicamente a tensio cisalhante (fungio do escoamento).

Hipoteses Teoricas para o Calculo de Escoamentos Turbulentos
Devido a extrema complexidade do movimento turbulento, ndo hé teoria unificadora que
nos permita calcular as velocidades médias no tempo. Elas se completam através de
medicdes experimentais, 0 que caracteriza dependéncia caso a caso, i.e., teorias semi-
empiricas para a deducéo das idéias fisicas fundamentais ainda desconhecidas.
Hipdtese de Boussinesq (1877 e 1896)

Lembrando que, para escoamento laminar:

T, =/ud—u (1353)

dy

Ele introduziu o coeficiente de mistura g, para a tensdo de Reynolds em escoamento
turbulento:

r=—pUV = 1 3_‘; , (13.5h)

onde 4, é chamado de viscosidade aparente, virtual ou turbulenta.

Obs.2:

Problema: x, néo é propriedade do fluido, mas, depende da velocidade média U .

Analogamente ao escoamento laminar, a viscosidade cinemética turbulenta é dada por:
_H _
V=" U, =pv, , (13.5¢)
2

e como, de (13.5a):

T, = pvd—u : (13.5d)
dy

temos:
du

T, = pV, d_y . (13.5¢)
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Teoria do Comprimento de Mistura de Prandtl

Para escoamento turbulento homogéneo isotrépico: u =v =w..

Os avancos de Prandtl (1925) sdo estudados para o caso de escoamento paralelo:

u=u(y),v=0,ew=0.

Assim, somente ha:

z-xy:‘[t:_puv =:utd_y '

(13.6)

O comprimento de mistura ¢ é a distancia na direcdo transversal y que deve ser

coberta por uma aglomeracdo de particulas de fluido (vértice) viajando com sua
velocidade média para que a diferenca entre sua velocidade axial e a velocidade da
nova lamina seja da mesma ordem da flutuacédo transversal.

Média em escoamento turbulento.

V4 E(Vl—HD

v u (Vl)

/

o

v’ 5@1_9/ ! n

Temos, através de expansdo em série de Taylor, que:

Au, =U(yl)_g(yl_g);f(dul ,

dy

v>0.

o

1N

du
Au, =0 ()-u ) — 1,
o, <ol +0-0(y)=( 5]
v <0.

(13.7d)

(13.7a)

(13.7b)

(13.7¢)
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Assim, a meédia no tempo do valor absoluto dessa flutuagéo é:

(&
— | |=
dy ),

(13.8)

Vortices turbulentos que colidem em uma Iamina y, com velocidade 2u’, assim como

vortices se afastam com velocidade 2u', tem o0 espaco vazio entre eles preenchido pelo
fluido da vizinhanca.

Percebemos o surgimento de uma componente de velocidade transversal nos dois sentidos
de y,. Esse argumento implica que a componente transversal v é da mesma ordem de

magnitude de u'.

V]=clu]=cs

d—U‘ , (13.9a)
dy

sendo ¢, uma constante. Ou seja:

V= clﬁj—g . (13.9b)

Temos que uVv é diferente de zero e negativo. Portanto, sendo ¢, também uma
constante, temos:

UV =—cjul-v], (13.10)

Combinando as egs. (13.8), (13.9b) e (13.10):

o _ _ N2
ul-v|=¢ au 4 au =c(? doy (13.11)
dy dy dy
e,
N2 L N2
uv =—cgC,(? du =S UV =l du , (13.12a)
dy dy

uv =— rz[d—UJ . (13.12b)
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Assim, a tensdo cisalhante, como definida por Boussinesq, pode ser escrita como:

N2
7, = pl? [d—“j , (13.13a)
dy

. du .
e, para computar a mudanca no sinal de vk

y
du

dy

du
dy

r, = pl? (13.13b)

eq. essa conhecida como a Hipdtese do comprimento de mistura de Prandtl.

Comparando a eg. (13.13b) com a hipdtese de Boussinesg, temos a viscosidade aparente
dada por:

u, = pl? aa : (13.14a)
dy
e, a viscosidade cinematica aparente, presente na eq. (13.5¢), dada por:
2|40 (13.14b)
dy

O comprimento de mistura ndo € ainda uma propriedade do fluido, mas uma funcéo
puramente local. E possivel, em muitos casos, estabelecer uma relacdo simples entre o
comprimento de mistura e um comprimento caracteristico do escoamento em questao.

Ex.: Nas paredes de tubos lisos, { — 0, pois 0s movimentos transversais séo inibidos
pela presenca da parede. Em tubos rugosos, e proximo a parede, ¢ assume a ordem de
magnitude dos elementos de rugosidade.

Aplicacdes bem sucedidas da eq. de Prandtl:
a) Em escoamentos turbulentos ao longo de paredes, como, tubos, canais, placas,
camada limite;

b) Em escoamentos turbulentos livres, como mistura de um jato com o ar estatico ao
redor.
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Balanco perfeito entre tenséo e gradiente de pressao.

«—— [ 2ardx

\".
|
1
1 — 2

| — {;:r+ujr_;l}m'
]

]

!
£

prrt —

Fazendo um balanco de forgcas para um elemento cilindrico, escoamento paralelo e
completamente desenvolvido, temos:

e Y S i (13.15)

A tensdo cisalhante turbulenta e a viscosidade na parede séo iguais a zero.

A rugosidade afeta a tensdo cisalhante e a dissipacdo de energia.

Leis Universais de Distribuicéo de Velocidade
Lei de distribuicédo de velocidades de Prandtl.
Hipoteses de distribuicdo de velocidades de Prandtl:

) Variagéo linear do comprimento ¢ com distancia y da parede e a constante
x (ajustada experimentalmente):

0=y, (13.16)

sendo, y adistancia da parede. Assim, temos a eq. (13.13a) da seguinte forma:

, o euY
= — 1, 13.17
T p;cy(ay} ( )

para canais e tubos.
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i) Tens&o cisalhante na parede:
T=Cle=1, . (13.18)

E vélida na regido turbulenta proxima a regido de parede, ou seja, ., =7, . Assim, a
velocidade de atrito é dada por:

u = %o (13.19a)

e, substituindo (13.19a) em (13.17), temos:

N2
u? =2y’ (d—uj , (13.19b)
dy
ou,
au _u, (13.20)
dy xy

Integrando a eq. (13.20):

g="rIn y+cC. (13.21)
X

A eq. (13.21) é extrapolada para toda a regido. Para y =h, U=U_,, :

u. =% Inhsc, (13.22)
X

e consequentemente, das egs. (13.22) e (13.21), temos:

U =0 _ 10 (13.23)

que corresponde ao perfil de velocidades universal de Prandtl, sendo h a largura do
canal, e, y adistancia a partir da parede. Nesse caso, quando:

y=R—>u=u_, (centro do tubo).

(13.24)
y=0—->u=0  (parede).
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Capitulo 12
cont. da Capitulo 13.
Tubo liso ou rugoso: depende da condicdo hidrodinamica.
Prandtl: Teoria cinética dos gases.
Para tubo liso ou rugoso:
a) Regido da parede:

- Tensdo turbulenta + tensao laminar (subcamada viscosa);
- Ndo ha flutuagdo na parede.

b) Entre linha de centro e subcamada viscosa:
- Regido turbulenta predominante.

Definigédo da velocidade de atrito.

A velocidade caracteristica do vortice (turbulenta) U é a indicagdo da intensidade
cinética da turbuléncia.

De (13.5b), temos:

I = I _\2 I
ft=—pu'v':>ﬁ:—u'v': (—u’v’) :‘u'v":> (13.1a)
P

e, portanto:

u, = \/T; = \/‘u:v [m/s]. (13.1b)

Para a determinacdo da constante C de integracdo na eq. (13.21), consideramos que
U =0 aumadistancia Y, da parede. Assim:

T="t(Iny-Iny,) (13.2a)
X

onde Y, é da ordem de magnitude da espessura da subcamada viscosa, J, (0s vortices

ndo ultrapassam 0, ). Da andlise dimensional, Y, é proporcional & razéo v/uT , que € a
dimensdo do comprimento da subcamada viscosa. Entdo:

%=ﬁfn (13.2b)
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Substituindo (13.2b) em (13.2a), temos:

izl(ln&—lnﬁj | (13.2¢)
u y\U v

que é a chamada lei de distribuicdo logaritmica adimensional onde, y é a constante
universal do escoamento turbulento e g depende da natureza da parede (lisa ou rugosa -
experimental).

LU . yu
Fazendo entdo: u_ =U ,e, =—L=y ,temos:
r 1%
u=Alny +B,, (13.3)
onde:
A:£:2!51e1 Blzlmﬂ-
X X

A eq. (13.3) e vélida para numeros de Re altos e para canais ou tubos.

Para nimeros de Re pequenos, quando a friccdo laminar exerce influéncia mesmo fora da
subcamada viscosa, experimentos levam a uma lei de poténcia da forma:

u =Cy’, (13.4a)
ou,

E:C(&j | (13.4b)
u, 1%

a Lei de Poténcia, sendo o expoente n=1/7.

Aplicando os dados de J. Nikuradse para ajustar as constantes da eg. (13.3), temos:
A=25 ,B=55, =04 ¢ 5=0111. (13.5)
Assim, para tubo liso, temos:

u =2,5Iny +5,5, (13.6)

relacdo essa valida para numeros de Re altos (quando a tensao cisalhante € dominada pela
turbuléncia) e antes da subcamada viscosa.

Na subcamada viscosa, onde o cisalhamento laminar predomina, a velocidade € muito
pequena (os redemoinhos ndo penetram essa camada).
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LEpUlmp = oy syt Doy (13.78)
y u T(ulp) Tvou v

ou,

u =y, (13.7b)

sendo que as egs. (13.7a) e (13.7b) sdo validas somente dentro da subcamada viscosa.

* u -
Dessa forma, temos para y =y-=, as leis de parede:
14

y <5, friccdo puramente laminar (subcamada viscosa); (13.8a)
5<y" <70, friccdo laminar-turbulenta (Lei de Rechardt); (13.8b)
y > 70, friccdo puramente turbulenta (tensio turbulenta dominante). (13.8¢)

Assim, a espessura da subcamada viscosa, quando y =5 é dada por:

y=5,~ SUL _ (13.8d)

T

Reducdo da dependéncia do comprimento de mistura € comy, a partir dos experimentos.
Da hipdtese de Prandtl, eq. (13.13a):

do )’
r, = pl? (d—yj , (13.9a)

aplica-se uma distribuicdo linear de tensdo cisalhante para calcular o perfil de
velocidades:

r= z’o( —lj , (13.9b)
r0
com,
{y=ro—>f=0 _ (13.9¢)
y=0—->r7r=r,

Calcula-se a variacdo do comprimento de mistura E/r0 diretamente das egs. (13.9a) e
(13.9b), e da distribuicdo de velocidades u (y) medida por Nikuradse.
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Assim, para 0 comprimento ((y):

a) da parede ao centro:

2 4
£=0,14—o,08[ —lj —0,06[1—1J , (13.10a)
r-0 r0 rO

seja para tubo liso ou rugoso, com:

Re>10° , e,

13.10b
O<l<1. ( )
r.0

b) préximo da parede:

2
0=0,4y-0,442 (13.11a)

r0
ie. (=yy ,e, y=0,4 quando y=~0.

Por simplicidade:

0

0=y f(rlj , (13.11b)

onde: f[lJ—ﬂ , para %—)0.

fy 0

Usando as egs. (13.9a) e (13.9b), e, (13.19a), integrando apropriadamente, temos:

Upg, —U = U, F(lj ) (13.12a)
. .
ou,
u., —a I
MAX. — 2,5'”—0 ’ (13.12b)
u. y

validas para fora da regido de parede, tanto para tubos lisos quanto rugosos. A eg. (13.12b)
é conhecida como lei universal de distribuicdo de velocidades para tubos lisos ou
rugosos e friccao turbulenta preponderante e nimeros de Re altos.
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C) paraa regido de parede em tubo rugoso:

Resta uma lei de parede para tubo rugoso:

Para e sendo a altura do elemento de rugosidade, se € > 9, , entdo o tubo € rugoso.

e eu
— - 13.13
Faa (13.13)
sendo que €y, corresponde ao nimero de Re da rugosidade.

Do diagrama de Moody, notamos 3 regides:

a) Hidraulicamente lisa: f = f (Re);
b) Regime de transicao liso-rugoso: f = f (e/r,,Re);

c) Regime completamente rugoso: f = f (e/ro).

Para tubo liso, o fator de atrito f é funcdo do nimero de Re. Na regido de transig&o entre
liso e rugoso, f depende de Re e da rugosidade. J& em regido rugosa, f depende somente
da rugosidade.

Para tubos rugosos, da lei logaritmica para velocidades, que corresponde a eq. (13.2a),
e considerando Y, proporcional a altura da rugosidade, Y, = 7€, temos:

i:l@ X_|n7/j, (13.14a)
u 7 e

ou, de Nikuradse:

Y_osinYigs, (13.14b)
u, e

para tubo completamente rugoso.
Lei de Poténcia.

Definicéo do fator de atrito (Darcy-Weisbach):

T rge (13.15a)
L D2
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7, :% f p? (13.15h)

L (13.15¢)

De P. Blasius (somente para tubo liso e regime turbulento, com Re entre 4000 e 100000):

f —0,3164Re 4, (13.15d)

relagdo essa conhecida como férmula de resisténcia de Blasius para tubos lisos, valida
para Re<10°.

Assim, observamos que: A_Lp ~ U’% .

Segundo dados de Nikuradse, para 4-10° <Re <3,2-10°, temos que:

_ b
L{l] | (13.16)

onde: n=f(Re).

Tabela 1:

Re 4.10° 100-10° 3240-10°
n 6 7 10

Da eq. (13.16), temos:

\V 2n?

= : 13.17
Upe  (n+1)(20+1) (13.17)
Tabela 2:

n 6 7 8 9 10

ju,, 0,791 0,817 0,837 0,852 0,865

Como verificado na tabela 2, como U/U,,, vai aumentando, U, vai diminuindo. Assim,
o perfil vai tornando-se mais achatado.

Arelacéo entre as egs. (13.16) e (13.15d) foi originalmente descoberta por Prandtl (1921).
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Fazendo as devidas substituicbes e rearranjos entre as egs. (13.15a) a (13.15d) e,

Substituindo r, em lugar de D, temos:

7, =0,0332500 4v 45 74 = pu? |

- ¥
126,99(ﬂj _
uZ'

14

Databela 2, para n=7, L;0,8 para Re=10°.
u

max.

Assim:

. %
128,74(ﬂj |
uZ'

v

Notamos que 8,74 € a constante C da eq. (13.4b), i.e., genericamente:

|4

- Y
u u
_:8,74(Lj |
uT

; NI

u y

(13.18a)

(13.18b)

(13.18¢)

(13.18d)

Temos assim a lei de poténcia em fungdo de u” e y* com a constante C. A lei de
distribuicdo de velocidade com perfil 1/7 pode ser derivada da férmula de resisténcia de

Blasius.

Ex.2:

Dados:
5) Tubo;
6) D=10cm;
7) V =16m/s;

8) e=0,046 mm (Ferro forjado).

Na subcamada viscosa:

€ como, neste caso, Yy = 5v , temos:

(13.19a)

(13.19h)

112



5=, (13.19¢)

u = |-, (13.19d)

temos que encontrar:

7, :% V2 (13.19)

e, pela lei de poténcia:

f iz | (13.19f)
n

e, a partir de Re calculamos o valor de n, para v =1-10"° m?/s (valor tabelado):

Re= D _ 11'61'00_;1 =1,6-10°. (13.199)
V .

Da tabela 7.1 (Slide):
n=7,5. (13.19h)

Aplicando o resultado de n da eg. (13.19h) na eq. (13.19f) e, de forma sequenciada, 0s
resultados obtidos aplicados nas egs. (13.19e), (13.19d) e (13.19c), obtemos o, , €, ao

final, comparamos o resultado com a rugosidade:

e=0,046 < 5, =0,066 mm. (13.19i)

Portanto, concluimos que o tubo é liso. A subcamada é da ordem de 0,1% do raio do tubo.
Ex.3:
Dados:

1) D=4cm:
2) Q=0,004 m’/s.
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a) Calculando o fator de atrito f :

vV =9=LO42=3,18 m/s, (13.20a)
A 7(0,02)

Re=\£=wzl, 27-10°. (13.20b)

v 10

Da tabela temos que:

n=7,5. (13.20c)

Entdo:
1 1

f=== =0,018. 13.20d
n? 7,5 ( )

b) Calculando a velocidade maxima V,,, :

Velocidade é méxima na linha de centro.

v - V(n+1)(2n+1) 318(7,5+1)(2:7,5+1)

i o’ 27 5)2 =3,84 m/s. (13.20e)

c) A posicdo radial para a qual a velocidade local u € igual a velocidade média
V =318m/s, u=V.

%’5 75 75

HLE (0 0} (S :2(ﬁj ~0,49 cm. (13.20f)
Upix. r, méx. 3,84

A posicdo radial é:

r=r,—y=2-0,49=151cm. (13.209)

d) O cisalhamento na parede:
1 -2 1 2
T, = gpv f= 5(1000)(3,18) (0,018) =23 Pa. (13.20h)

e) Para escoamento em regime permanente e completamente desenvolvido:

Do 2ml 2:2310

= = 23kPa. (13.20i)
2L r, 0,02

T
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