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Analise Diferencial

v' Ha situacfes em que teremos que determinar as variacdes de pressao e
deformacao por cisalhamento sobre uma superficie, ou encontrar os perfis de
velocidade e a aceleracéo do fluido dentro de um conduto fechado.

v Para fazer isso, consideramos um elemento de tamanho diferencial do fluido,
pois as variagcdes que estamos buscando terao que vir da integracéo de
equacoes diferenciais




Cinematica de elementos de fluido diferenciais

As forcas que atuam sobre um elemento de fluido enquanto ele esta escoando
tenderao a fazer com que ele sofra um deslocamento de “corpo rigido”, bem
como uma deformacédo ou mudanca em sua forma.

Por exemplo, translacao e deformacao linear podem ocorrer quando um fluido
ideal escoa por um canal convergente

tempot tempo f + At

Translacdo e deformacgao
linear do elemento

E translacao e deformacéo angular podem ocorrer se o fluido for viscoso e o
escoamento for em regime permanente

tempof tempo i + At

Translacio e deformacio
angular do elemento



Translacao e deformacao linear

Considere um elemento diferencial de fluido que esta se movendo em um
escoamento tridimensional transitorio, V = V(x, Y, z, t)

durante o intervalo de tempo At, a face esquerda do elemento se transladara na
direc&o x por uma grandeza uAt, enquanto a face direita se movera
[u + (ou/ox) Ax] At

A face direita se move mais além um tanto [(ou/ox) Ax] At

O resultado do movimento €&, portanto, uma translacao de corpo rigido de uAt
e uma deformacao linear de [(6u/ox) Ax] At
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Translacao e deformacao linear (cont.)

No limite, quando At — 0 e Ax — 0, a variagdo no volume do elemento devido a essa
deformacao torna-se oV, = [(ou/ox) dx] dy dz dt

Assim, uma variacao de volume geral do elemento torna-se

. it ) oW
oV = + — +

ox oy o7

(dxdy dz) dr

A taxa em que o volume por unidade de volume varia é chamada de taxa de dilatacéo
volumeétrica. Ela pode ser expressa como

oV /dV  ou v ow
= =4 74

dt dx  dy i

— V.V

Na analise vetorial, esse resultado V - V é conhecido como divergente de V



Translacao e deformacao linear (cont.)

Durante a dilatacéo, a forma do elemento de fluido permanece imutavel, pois
todos os angulos retos s&do mantidos. O elemento vai variar seu comprimento na
direcdo x somente se 6u/8x é diferente de zero (analogamente paray e z2).

Note que para fluidos incompressiveis, a taxa de dilatacéo volumétrica é zero:

V-V =0




Exemplo 1: 0 seguinte campo de escoamento representa um caso de
possivel escoamento incompressivel?

V =2xi-2y jm/s



Rotacao
Considera-se um elemento de fluido que se move de uma forma retangular inicial para
uma forma final deformada durante o tempo At

Quando isso acontece, o lado Ax gira em sentido anti-horario em torno do eixo z, pois
sua extremidade direita sobe [(ov/ox) Ax] At mais alto do que sua extremidade

esquerda
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Portanto, forma-se um angulo muito pequeno (alfa) a = [(0v/ox) AX] At/AXx = (ov/ox) At

De um modo semelhante, o lado Ay gira em sentido horario por um pequeno angulo
(beta) 5= [(duloy) Ay] At/Ay = (duldy) At.



Rotacao (cont.)

Vamos definir a velocidade angular média @, (0mega) desses dois lados adjacentes
como a taxa no tempo média de variacdo de « e fenquanto At — 0 (note que segundo a

regra da méao direita, « € positivo e S é negativo).

Portanto, a velocidade angular média, medida em rad/s, é

Oou:
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e nas outras direcOes coordenadas:

Também podemos expressar as trés equacdes acima como metade do rotacional da

velocidade
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Vorticidade

Definimos a vorticidade £ (zeta) em um ponto (X, y) como 0 escoamento em
torno do contorno fechado formado por um elemento localizado no ponto por
unidade de area formada pelo contorno fechado. No plano x-y, ela é dada por:

Oou:

Se tivéssemos que considerar o escoamento tridimensional:

{=20=VXV



Escoamento irrotacional

v Arotacdo angular, ou a vorticidade, oferece um meio de classificar o
escoamento.

v Se w# 0, entdo o escoamento é denominado escoamento rotacional;
f]

B

Fluido viscoso

v porém, se w = 0 por todo o campo do escoamento, entdo ele é
considerado um escoamento irrotacional

v Os fluidos perfeitos apresentam escoamento irrotacional, pois nenhuma forca
de cisalhamento viscoso atua sobre os elementos do fluido perfeito, apenas a
pressao e as forgas gravitacionais

A auséncia de forcas viscosas significa que o escoamento é irrotacional:

U

VxV =0

Fluido perfeito



Exemplo 2: Calcule a taxa de rotacdo para um elemento de fluido onde o campo
de velocidade é dado por:

V,=0,V,=k/r
(onde k é uma constante).

Este escoamento é rotacional ou irrotacional?

Pgm2 (07:00)



Deformacao angular

Os angulos a e f também podem ser usados para definir a deformacéo angular do
elemento

O angulo de 90° entre os lados adjacentes do elemento torna-se 90° — («a + )

Portanto, a variacdo nesse angulo € 90° — [90° — (a + f)] = a + B. Isso € chamado de
deformacao por cisalhamento v,, (gama), que € medida em radianos.

No limite, quando At — 0, temos
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